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INTRODUCCIÓN

Esta monografía está principalmente dirigida a los estudiantes de Licenciatura
en Ciencias Mención Matemática, Licenciatura en Ciencias Mención Física e In-
geniería Civil Matemática, pero puede ser también de uso para estudiantes de
Ingeniería y otras especialidades. El temario escogido incluye parte de lo que
creemos debe ser una formación básica en el tema para estos estudiantes.

En esta monografía los números son elementos de cuerpos K de cualquier tipo,
excepto donde se haga mención. Para la mayoría de los estudiantes sólo basta
considerar el cuerpo de los números racionales Q ó el cuerpo de los números
reales R ó el cuerpo de los números complejos C. Para aquellos estudiantes inter-
esados en areas como la informática, pueden también pensar en cuerpos finitos,
como por ejemplo Z2.

Hemos incluido varios tipos de problemas, siendo algunos de simple cálculo,
otros de aspecto más teóricos y otros de aplicaciones. Muchos temas importantes
no han podido ser incluidos en esta versión, pero esperamos poder incluirlas en
una próxima.

Una lectura recomendable para la mayoría de los estudiantes es : (i) no consi-
derar el capítulo 1 y cada vez que se mencione un cuerpo K , pensar en K = Q ó
K = R ó K = C, (ii) capítulos 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 12.5, 12.6, 13, 16 y 17.

Mis agradecimientos a Betty, Cata y Pucky, a quienes quite tiempo de dedica-
ción para escribir esta monografía, por su comprensión durante ese tiempo. Tam-
bién quiero agradecer a Anita Rojas por algunas correciones hechas al texto (aún
quedan muchísimas que son exclisivamente de mi responsabilidad).

Valparaíso, Chile 2015 Rubén A. Hidalgo
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CAPÍTULO 1

CUERPOS

En este capítulo sólo recordaremos la definición de cuerpo y algunas propie-
dades básicas de ellos como así algunos ejemplos para tener a mano.

1.1. Definición de cuerpo

Primero introduciremos en generalidad el concepto de cuerpo, una estructura
algebraica que se define en el curso de Estructuras Algebraicas, pero que no es
pre-requisito para el curso de Algebra Lineal. La mayoría de los estudiantes sólo
necesitarán los cuerpos básicos Q, R y C.

Los cuerpos son estructuras donde es posible tener nociones de suma, resta,
multiplicación y división. La definición es la siguiente.

Definición 1.1.1. — Un cuerpo es un triple (K,+, ·), donde K es un conjunto
no vació,

+ : K ×K → K : (x, y) 7→ x+ y

y
· : K ×K → K : (x, y) 7→ x · y

son funciones, llamadas suma y multiplicación respectivamente, tales que valen
las siguientes propiedades :

1.- La suma es asociativa, es decir, para todo triple x, y, z ∈ K vale que

(x+ y) + z = x+ (y + z);

2.- Existe un neutro para la suma 0 ∈ K , es decir, para todo x ∈ K vale que

x+ 0 = x = 0 + x;

3.- Existen inversos para la suma, es decir, para todo x ∈ K existe −x ∈ K
tal que

x+ (−x) = 0 = (−x) + x;



2 CAPÍTULO 1. CUERPOS

4.- La suma es conmutativa, es decir, para todo par x, y ∈ K vale que

x+ y = y + x;

5.- La multiplicación es asociativa, es decir, para todo triple x, y, z ∈ K vale
que

(x · y) · z = x · (y · z);
6.- Existe un neutro para la multiplicación 1 ∈ K − {0}, es decir, para todo

x ∈ K vale que

x · 1 = x = 1 · x;
7.- Existen inversos para la multiplicación, es decir, para todo x ∈ K − {0}

existe x−1 ∈ K − {0} tal que

x · x−1 = 1 = x−1 · x;
8.- La multiplicación es conmutativa, es decir, para todo par x, y ∈ K vale que

x · y = y · x;
9.- Vale la propiedad distributiva, es decir, para todo triple x, y, z ∈ K vale

que

x · (y + z) = x · y + x · z.

Observación 1.1.2. — Observar de nuestra definición que un cuerpo debe tener
al menos dos elementos. Si no existe confusión alguna, denotaremos un cuerpo
(K,+, ·) sólo por K . Más aún, usaremos la notación xy para denotar x · y.

Definición 1.1.3. — Sea K un cuerpo. Un subconjunto L ⊂ K el cual es un
cuerpo con las mismas operaciones de suma y multiplicación de K es llamado un
subcuerpo de K . Usaremos la notación L ⊂ K para denotar esto.

1.2. Ejemplos de cuerpos

En esta sección daremos algunos ejemplos básicos de cuerpos, los tres prime-
ros son los clásicos que conocemos desde el colegio. Los restantes aparecen de
manera natural en cursos básicos de informática y física, por ejemplo.

1.2.1. Cuerpo de los números racionales. — Si consideramos aquellos núme-
ros reales de la forma a/b, donde a, b ∈ Z y b 6= 0, entonces obtenemos el
conjunto de los números racionales. La suma y multiplicación usual de fracciones
nos da la estructura de un cuerpo, denotado por Q y llamado el cuerpo de los
números racionales.
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1.2.2. Cuerpo de los números reales. — El conjunto de los números reales,
junto a la suma y multiplicación usual forma un cuerpo, llamado el cuerpo de los
números reales y denotado por R. En este caso tenemos que Q es un subcuerpo
de R.

1.2.3. Cuerpo de los números complejos. — El conjunto de los números com-
plejos, es decir, de la forma x+ iy, donde x, y ∈ R, junto a la suma y multiplica-
ción usuales

(x+ iy) + (u+ iv) = (x+ u) + i(y + v)

(x+ iy) · (u+ iv) = (xu− yv) + i(xv + yu)

forma un cuerpo, llamado el cuerpo de los números complejos y denotado por C.
En este caso tenemos que Q y R son ambos subcuerpos de C.

1.2.4. Cuerpo Zp, donde p ∈ N es primo. — Consideremos un número primo
p ∈ N y definamos la siguiente relación de equivalencia en Z :

x ≡ y ⇐⇒ |x− y| es divisible por p.

Denotemos por x a la clase de equivalencia del entero x ∈ Z y por Zp al
conjunto de tales clases de equivalencia. Definamos en Zp las siguientes opera-
ciones :

+p : Zp × Zp → Zp : (x, y) 7→ x+p y = x+ y

·p : Zp × Zp → Zp : (x, y) 7→ x ·p y = xy.

Teorema 1.2.1. — Si p es un primo, entonces Zp es un cuerpo con las opera-

ciones binarias +p y ·p.

Observación 1.2.2. — Este tipo de cuerpos, en especial cuando p = 2, es de
bastante utilidad en informática.

1.2.5. Cuerpos cuadráticos. — Consideremos d ∈ {2, 3, ....} tal que
√
d /∈ Z.

Consideremos los subconjunto de C definidos por :

Q[
√
d] = {a+ b

√
d : a, b ∈ Q} ⊂ R

Q[
√
−d] = {a+ b

√
di : a, b ∈ Q} ⊂ Z

Usando la suma y multiplicación usual de números reales y complejos tenenos
que ellos son cuerpos. En este caso, Q[

√
d] es subcuerpo de ambos R y C, pero

Q[
√
−d] es sólo subcuerpo de C.
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1.2.6. Cuerpos definidos por polinomios. — Consideremos un cuerpo K y
denotemos por K[x] el anillo de polinomios en una variable x. Un polinomio
p(x) ∈ K[x] − K es llamado irreducible si no es posible escribirlo como pro-
ducto de dos polinomios en K[x], ambos de grado positivo ; en caso contrario
diremos que es reducible en K[x]. Por ejemplo, p(x) = x2 + 1 es irreducible en
R[x] y es reducible en C[x].

Sea p(x) ∈ K[x] irreducible y consideremos la relación de equivalencia en
K[x] dada por :

u(x) ≡ v(x) ⇐⇒ u(x)− v(x) es divisible por p(x)

Denotemos por [u(x)] la clase de equivalencia de u(x) ∈ K[x] y por
K[x]/〈p(x)〉 al conjunto de las clases de equivalencia. Las operaciones de suma
y multiplicación

+ : K[x]/〈p(x)〉×K[x]/〈p(x)〉 → K[x]/〈p(x)〉 : ([u(x)], [v(x)]) 7→ [u(x)+v(x)]

· : K[x]/〈p(x)〉 ×K[x]/〈p(x)〉 → K[x]/〈p(x)〉 : ([u(x)], [v(x)]) 7→ [u(x)v(x)]

dotan aK[x]/〈p(x)〉 de la estructura de un cuerpo. Por ejemplo, si tomamos K =

R y p(x) = x2 + 1, entonces el cuerpo R[x]/〈x2 + 1〉 es otra manera de ver al
cuerpo C. Usando K = Q y p(x) = x2− d, donde d ∈ {2, 3, ...} tal que

√
d /∈ Z,

entonces el cuerpo Q[x]/〈x2 − d〉 es otra manera de ver a Q[
√
d].

1.3. Homomorfismos de cuerpos

En el ejemplo anterior hemos dicho que un cuerpo se puede mirar de maneras
diferentes. ¿Qué quiere decir esto ?

Definición 1.3.1. — Sean K1 y K2 cuerpos y φ : K1 → K2 una función.
(1) Diremos que φ es un homomorfismo entre los cuerpos si

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)

y

φ(xy) = φ(x)φ(y)

para todo par x, y ∈ K1.
(2) Diremos que φ es un isomorfismo si φ es bijección y un homomorfismo.

En tal caso, diremos que K1 y K2 son cuerpos isomorfos.

La idea es que si uno tiene información algebraica sobre un grupo K , entonces
esas mismas propiedades valen para otro cuerpo que sea isomorfo a este. El usar
algunas copias isomorfas de un grupo dado permite en muchos casos poder averi-
guar información del grupo que no son tan claras con otras copias.
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1.4. Característica de un cuerpo

Sea K un cuerpo y 1 ∈ K su elemento neutro para su multiplicación. Por cada
entero positivo n ∈ {2, 3, 4, ....} podemos considerar el valor

1+n = 1 + 1 · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n−veces

∈ K.

Definición 1.4.1. — Si existe n ∈ {2, 3, ...} tal que 1n = 0, entonces existe un
menor de tales enteros con tal propiedad ; tal entero es llamado la característica
de K . En caso contrario, diremos que K tiene característica 0.

Consideremos un cuerpo K y consideremos la función

φ : Z→ K : n 7→ 1+n

donde para n = 0 definimos 1+0 = 1 y para n < 0 definimos 1+n = (1+|n|)−1.
Tenemos que φ resulta ser un homomorfismo de anillos. El núcleo de φ es un
subanillo de Z, luego tiene una de las siguientes formas : (i) {0} ; ó (ii) nZ. En
el caso (i) vemos, de nuestra definición de característica de cuerpo, que K tiene
característica 0 y necesariamente K debe ser infinito ; de hecho debe contener una
copia de Q. En el caso (ii) se puede ver que necesariamente n es la característica
de K y que K debe contener una copia de Zn. Pero como en un cuerpo K la
ecuación xy = 0 obliga a tener que x = 0 ó y = 0, entonces n = p es un primo.

Teorema 1.4.2. — La característica de un cuerpo es 0 ó un primo.

Observación 1.4.3. — Más adelante, cuando veamos espacios vectoriales, vere-
mos que todo cuerpo finito de característica p debe tener cardinalidad una potencia
de p.

1.5. Problemas

1.- Verificar que en un cuerpo (K,+, ·) los neutros aditivos y multiplicativos
son únicos.

2.- Sea K un cuerpo. Verificar que si x · y = 0, entonces x = 0 ó bien y = 0.
3.- Verificar que el conjunto Z de los números enteros, junto a la suma y mul-

tiplicación usual de números reales, no es un cuerpo.
4.- Verificar que la relación ≡ definida en la definición del cuerpo Zp es una

relación de equivalencia en Z.
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5.- Si p > 1 es un primo, entonces el conjunto {0, 1, 2, ..., p − 1} forma una
colección maximal de elementos no-equivalentes en el cuerpo Zp.

6.- Verificar que las funciones +p y ·p definidas sobre Zp están bién definidas.
7.- Verificar que (Zp,+p, ·p) es un cuerpo si p es un primo. [Indicación : para

buscar un inverso multiplicativo de x, donde x ∈ {2, ..., p − 1}, usar el
hecho que al ser p primo debemos tener que x y p son relativamente primos,
luego deben existir enteros a, b ∈ Z tales que ax+ bp = 1.]

8.- Verificar que si reemplazamos p por un número entero positivo n que no
es primo, entonces +n y ·n definen sobre Zn una estructura de anillo. Este
anillo no es un cuerpo ; todo funciona bién con la excepción que no todo
elemento tiene un inverso multiplicativo.

9.- Considere K = R y p(x) = x2 +1. Verifique que el cuerpo R[x]/〈x2 +1〉
es isomorfo C.

10.- Usando K = Q y p(x) = x2 − d, donde d ∈ {2, 3, ...} tal que
√
d /∈ Z,

verificar que el cuerpo Q[x]/〈x2 − d〉 es isomorfo a Q[
√
d].

11.- ¿Puede ser R isomorfo a Q ? ¿Puede ser isomorfo a C ?
12.- Sean d1, d2 ∈ {2, 3, ...} tales que

√
dj /∈ Z. ¿Cuándo tenemos un isomor-

fismo entre Q[
√
d1] y Q[

√
d2] ?

13.- Ver que Q, R, C tienen característica 0, pero para p primo el cuerpo Zp

tiene característica p.
14.- Si K1 y K2 son cuerpos isomorfos, entonces que puede decir de sus ca-

racterísticas.



CAPÍTULO 2

ALGEBRA MATRICIAL

2.1. Matrices

Definición 2.1.1. — Sea K un cuerpo y sean p, q ∈ {2, 3, 4, 5, ...}.
(i) Una matriz de tamaño p× q con coeficientes aij ∈ K es un arreglo rectan-

gular

A = (aij)p×q =




a11 a12 · · · a1q
a21 a22 · · · a2q

...
...

...
...

ap1 ap2 · · · apq




(ii) Al conjunto de tales matrices le denotaremos por M(p× q;K).
(iii) Si p = q, diremos que esta es una matriz cuadrada de tamaño p.
(iv) Una matriz cuadrada A = (aij) tal que aij = 0, para todo i, j, es llamada

la matriz cero y denotada por 0p×q.
(v) Una matriz cuadrada A = (aij) tal que aij = 0, para todo i 6= j, es llamada

una matriz diagonal ; la denotaremos por diag(a11, a22, ...., app.
(vi) La matriz diagonal de tamaño p dada por Ip = diag(1, 1, ...., 1) es llamada

la matriz identidad de tamaño p.
(vii) Una matrizA = (aij) de tamaño p×q tal que aij = 0 para i < j (respecti-

vamente, i > j) es llamada una matriz triangular inferior (respectivamente,
una matriz triangular superior).

(vii) Dos matrices A = (aij), B = (bij) ∈ M(p × q;K) son iguales si para
todo i, j vale que aij = bij .

2.2. Suma de matrices

Definición 2.2.1. — Sean A = (aij) , B = (bij) ∈M(p× q;K) matrices. Defi-
nimos su suma como

A+B = (cij = aij + bij)
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Algunas propiedades de la suma de matrices es la siguiente :
(1) Si A,B,C ∈M(p× q;K), entonces

(A+B) + C = A+ (B + C)

(2) Si A,B ∈M(p× q;K), entonces

A+B = B +A

(3) Si A ∈M(p× q;K), entonces

A+ 0 = A = 0 +A

(4) Si A = (aij) ∈ M(p × q;K), entonces −A = (−aij) ∈ M(p × q;K) y
además vale que

A+ (−A) = 0 = (−A) +A

2.3. Amplificación de matrices

Definición 2.3.1. — Sea K un cuerpo, λ ∈ K y A = (aij) ∈ M(p × q;K).
Entonces, definimos la amplificación de A por λ como

λA = (bij = λaij)

Algunas propiedades de la amplificación son las siguientes :
(1) si λ1, λ2 ∈ K y A ∈M(p× q;K), entonces

(λ1 + λ2)A = λ1A+ λ2A

(2) si λ1, λ2 ∈ K y A ∈M(p× q;K), entonces

(λ1λ2)A = λ1(λ2A)

(3) si λ ∈ K y A,B ∈M(p × q;K), entonces

λ(A+B) = λA+ λB

(4) si A ∈M(p× q;K), entonces

1A = A

Ejercicio 1. — Verificar las igualdades

0A = 0p×q

λ0p×q = 0p×q

para todo λ ∈ K y todo A ∈M(p× q;K).
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2.4. Multiplicación de matrices

Definición 2.4.1. — Sean K un cuerpo y matrices A = (aij) ∈ M(p × q;K),
B = (bij) ∈M(q × r;K). Definimos su producto como

AB =

(
cij =

q∑

n=1

anbnj

)

Definición 2.4.2. — En el caso que A = (aij) , B = (bij) ∈ M(p × p;K), es
decir matrices cuadradas de tamaño p, se define el corchete de Lie

[A,B] = AB −BA

Observación 2.4.3. — En el caso de matrices cuadradas, del mismo tamaño, po-
demos calcular tanto AB como BA. En general, para se tiene que AB 6= BA, es
decir, [A,B] 6= 0.

Ejercicio 2. — Sea K = Q y p = 2. Tenenos que para las matrices cuadradas

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 0

1 0

)
∈M(2× 2,Q)

vale que [A,B] 6= 02×2.

Algunas propiedades del producto de matrices son las siguientes. Sea K un
cuerpo, entonces (teniendo cuidado con los tamaños para que los productos tengan
sentido) :

(i) A(BC) = (AB)C ;
(ii) A(B + C) = AB +AC ;
(iii) (A+B)C = AC +BC ;
(iv) Ap×qIq = Ap×q, IpAp×q = Ap×q ;
(v) Ap×q0q×r = 0p×r, 0r×pAp×q = 0r×q.

La siguiente definición de potencias de una matriz cuadrada será util para estu-
diar problemas de iteración de problemas lineales (por ejemplo, cadenas de Mar-
kov).

Definición 2.4.4. — SeaA ∈M(p×p;K), donde K es algún cuerpo. Se definen
las potencias siguientes de A :

An+1 = AAn, n ∈ {1, 2, 3, ....}
A0 = Ip
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2.5. Transposición de matrices

Definición 2.5.1. — Sea K un cuerpo y una matriz A = (aij) ∈ M(p × q;K).
La transpuesta de A es definida como la matriz

tA = (bij = aji) ∈M(q × p;K)

Ejemplo 2.5.2. —

t

(
1 2 3

4 5 6

)
=




1 4

2 5

3 6




Algunas propiedades de la transposición de matrices son las siguientes :
(i) t( tA) = A ;
(ii) t(AB) = tB tA ;
(iii) t(A+B) = tA+ tB ;
(iv) t(λA) = λ tA, para λ ∈ K ;
(v) tIp = Ip ;
(vi) t0p×q = 0q×p.

Observación 2.5.3. — Cuando K ⊂ C, es decir, K es un subcuerpo del cuerpo
de números complejos, podemos definir la matriz transpuesta hermitiana de A =

(aij) por
HA = (bij = aji) =

tA

Se tienen las mismas propiedades anteriores excepto que la propiedad (iv) es
reeplazada por

(iv)′ H(λA) = λ HA, para λ ∈ K

Definición 2.5.4. — Una matriz cuadrada A tal que tA = A es llamada una
matriz simétrica. Una matriz cuadrada A tal que HA = A es llamada una matriz
hermitiana.

Ejemplo 2.5.5. — La matriz

A =

(
1 2

2 3

)

es una matriz simétrica y hermitiana.
La matriz

B =

(
1 2 + 3i

2− 3i 3

)
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es una matriz hermitiana que no es simétrica.
La matriz

C =

(
1 2

3 4

)

es una matriz que no es simétrica ni hermitiana

Ejercicio 3. — Si K ⊂ C y A = (aij) ∈M(p×p;K) es una matriz hermitiana,

entonces aii ∈ R.

2.6. Matrices invertibles

Definición 2.6.1. — Sea K un cuerpo. Una matriz cuadrada A ∈ M(p × p;K)

es llamada invertible si exite una matriz cuadrada A−1 ∈M(p× p;K) tal que

AA−1 = Ip = A−1A;

en caso contrario diremos queA es una matriz singular. Denotamos porGL(p;K)

al conjunto de todas las matrices invertibles de tamaño p y coeficientes en K .

Ejercicio 4. — Verificar que GL(p;K) es un grupo con la regla de multiplica-

ción de matrices.

Definición 2.6.2. — Sea A,B ∈ M(p × p;K) donde K es un cuerpo. Diremos
que A y B son conjugadas si existe una matriz invertible C ∈ GL(p;K) tal que
B = CAC−1.

2.7. Problemas

1.- Encontrar matrices reales A,B ∈M(2× 2;R) tales que [A,B] 6= 0.
2.- Producto Cruz. Sea K un cuerpo y consideremos matrices

A = (a1 a2 a3), B = (b1 b2 b3) ∈M(1× 3;K)

El producto cruz entre A y B se define como la siguiente matriz

A×B = (a2b3 − a3b2 a3b1 − a1b3 a1b2 − a2b1) ∈M(1× 3;K)

Verificar las siguientes propiedades :
(i) A×B = −B ×A, es decir, el producto cruz no es conmutativo ;
(ii) A×A = 0 ;
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(iii) existen A,B,C ∈M(1× 3;K) tales que

(A×B)× C 6= A× (B × C),

en otras palabras, el producto cruz no es asociativo ;
(iv) no existe matriz T ∈ M(1 × 3;K) tal que T × A = A para toda

A ∈M(1×3;K), es decir, no hay un elemento neutro para el producto
cruz.

3.- Producto de Kronecker ó tensorial. Sea K un cuerpo y matrices

A = (aij) ∈M(p × q;K)

B = (bij) ∈M(r × s;K)

El producto de Kronecker ó tensorial de A con B es definido como la
matriz

A⊗B =




a11B a12B · · · a1qB

a21B a22B · · · a2qB
...

...
...

...
ap1B ap2B · · · apqB


 ∈M(pr × qs;K)

Verificar las siguinetes propiedades :
(i) existen matrices A y B tales que A⊗B 6= B⊗A, es decir, el producto

tensorial no es conmutativo ;
(ii) existen A,B,C tales que

(A⊗B)⊗ C 6= A⊗ (B ⊗ C),

en otras palabras, el producto cruz no es asociativo ;
(iii) la matriz (1) ∈M(1×1;K) satisface que (1)⊗A = A = A⊗(1) para

toda A ∈ M(p × q;K), es decir, la matriz (1) es un elemento neutro
para el producto de Kronecker.

4.- Producto componente a componente. El siguiente producto de matrices es
de mucha utilidad en análisis discreto de Fourier. Sea K un cuerpo y ma-
trices

A = (aij) ∈M(p × q;K)

B = (bij) ∈M(p× q;K)

El producto componente a componente entre A y B es dada por la si-
guiente matriz

A�B = (cij = aijbij) ∈M(p× q;K)

Verificar las siguientes propiedades :
(i) A�B = B�A, es decir, el producto componente a componente es

conmutativo ;
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(ii) (A�B)�C = A�(B�C), en otras palabras, el producto componente
a componente es asociativo ;

(iii) la matriz

J =




1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
...

...
1 1 · · · 1


 ∈M(p × q;K)

satisface que J�A = A = A�J para toda A ∈ M(p × q;K), es
decir, la matriz J es un elemento neutro para el producto componente
a componente.

5.- Convolución. Sea K un cuerpo y consideremos matrices

A = (a1 a2 · · · ap), B = (b1 b2 · · · bp) ∈M(1 × p;K)

La convolución entre A y B se define como la siguiente matriz

A ⋆ B = (c1 c2 · · · cp),∈M(1× p;K)

donde

ck = a1bk + a2bk−1 + · · · + akb1 + ak+1bp + ak+2bp−1 + · · · + apbk+1

Verificar las siguientes propiedades :
(i) A ⋆ B = B ⋆ A, es decir, la convolución es conmutativa ;
(ii) (A ⋆ B) ⋆ C = A ⋆ (B ⋆ C), en otras palabras, la convolución es

asociativa ;
(iii) la matriz e1 = (1 0 0 · · · 0) ∈M(1× q;K) satisface que e1 ⋆A = A

para toda A ∈M(1×q;K), es decir, la matriz e1 es un elemento neutro
izquierdo para la convolución.

6.- Supongamos que tenemos tres poblaciones, digamos P1, P2, P3, y supon-
gamos que la problación P1 tiene una cierta enfermedad. Supongamos que
las personas de la población P2 están en posible contacto con personas de
la población P1, y supongamos que las personas de la población P3 están
en posible contacto con personas de la población P2. Si pj es la cantidad
de personas de la población Pj , entonces podemos codificar la información
de contacto entre las dos poblaciones Pi y Pj por una matriz de tamaño
pi × pj , digamos Aij = (auv), donde auv =∈ {0, 1, 2, ...} si la persona u
de la población Pi se ha puesto en contacto auv veces con la persona v de
la población Pj . Verifique que

A13 = A12A23

7.- Una matriz de probabilidad es una matriz cuadrada A = (aij) ∈ M(p ×
p;R) de manera que



14 CAPÍTULO 2. ALGEBRA MATRICIAL
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Figura 2.1. Un grafo dirigido

(i) aij ∈ [0, 1] y
(ii)

∑p
j=1 akj = 1, para todo k = 1, .., p.

Verificar que el producto de matrices de probabilidad es una matriz de
probabilidad.

8.- En un torneo de tenis, donde participan n tenistas y todos juegan con todos,
los resultados se colocan en una matriz cuadrada de tamaño n, digamos
T = (tij), donde

Tij =





1 si el tenista i le gana al tenista j
0 si el tenista i pierde con el tenista j
0 i = j

El puntaje obtenido por el tenista i es dado por

pi =

n∑

j=1

(
Tij +

1

2
Sij

)

donde S = T 2.
Busque un ejemplo de matriz T para n = 4 que es posible obtener en un

torneo de tal tipo y calcule los puntajes de los tenistas.
9.- Sea A ∈M(p× p;K). Verifique que tAA y A tA son simétricas.
10.- Grafos. Un grafo es un objeto que consiste en vértices y ejes, los cuales co-

nectan pares de vértices no necesariamente diferentes. Un grafo dirigido es
un grafo donde hemos escogido para cada eje una dirección, siendo posible
dotarla de ambas direcciones. Grafos son de mucha utilidad en el estudio de
interrelaciones entre diferentes componentes de un sistema de estudio ; por
ejemplo, estudios de familias en una población, estudio de una enfermedad
contagiosa, estudio de una red computacional, etc.

A cada grafo dirigido G le podemos asociar una matrizAG de la siguiente
manera. Primero enumeramos los vértices del grafo por los números 1,
2,...,n, donde n denota el número de vértices de tal grafo. Formamos la
matriz AG = (aij) ∈ M(n × n;R) de manera que Aij denota el número
de ejes que conectan los vértices i con j. Por ejemplo, si consideramos el
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1

2

3
4

5

Figura 2.2. Un grafo dirigido con vértices numerados

grafo 2.1 con la enumeración mostrada en la figura 2.2, entonces su matriz
es

A =




0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 1

0 0 0 0 1 0




(a) Verificar que la matriz asociada a un grafo es simétrica.

Grafos simples. Desde ahora en adelante nos preocuparemos de grafos
que satisfacen las siguientes dos propiedades (el cual llamaremos un grafo
simple) :
(i) No hay ejes conectando el mismo vértice consigo mismo (luego el grafo

mostrado en la figura 2.1 no será admitido) ;
(ii) dos vértices tienen a lo más un eje que los conecta.

Si tenemos un grafo simple, entonces los coeficientes de AG son 0 y 1

y los elementos de la diagonal son 0. Llamamos a la matriz de un grafo
simple un amtriz de incidencia.

(b) Determine un grafo simple G cuya matriz de incidencia es

AG =




0 1 1 0 0

1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

1 0 1 0 1

0 1 1 1 0




Cadenas. Una cadena de ejes en un grafo es una colección finita de ejes
diferentes de manera que el primer eje termina en el vértice donde empieza
el segundo, el segundo termina en el vértice donde comienza el tercero, y
así sucesivamente. Es claro que podemos tener dos cadenas diferentes que
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conectan dos vértices dados. La longitud de una cadena es el número de
ejes que esta tiene.

Considere un grafo simple G con matriz de incidencia AG . Entonces po-
demos construir las matrices potencia : A2

G , A3
G ,....

(c) Verifique que el coeficiete (i, j) de la matriz Ak
G es el número de

cadenas diferentes de longitud k que existen entre los vértices i y j.
(d) Si el coeficiente (i, j) de la matriz Ak

G es 0 para todo k ≤ m y el
coeficiente (i, j) de la matriz Am

G es diferente de 0, entonces la cadena más
corta que conecta los vértices i con j tiene ongitud m.

11.- Considere la siguiente información obtenida por un sociólogo acerca
miembros dominantes de un grupo de personas. Hay 6 personas, denotadas
por x1, ..., x6. La persona x2 domina a x4 y a x5. La persona x4 domina
a x1 y x3. La persona x5 domina a x3. La persona x3 domina a x6. La
persona x6 no domina a nadie del grupo.

Determine un grafo que refleja la situación anterior y vea que este es un
grafo simple. Calcule su matriz de incidencia A. Calcule las potencias de A
para ver que A3 detecta el miembro dominante del grupo.



CAPÍTULO 3

SISTEMAS LINEALES

Definición 3.0.1. — Consideremos un cuerpo K . Un sistema lineal es un sistema
de ecuaciones lineales





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1qxq = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2qxq = b2

...
...

...
ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apqxq = bp

donde aij, bn ∈ K , para i, n ∈ {1, 2, ..., p} y j ∈ {1, 2, ..., q}. En el caso que bj =
0, para todo j = 1, .., p, decimos que el anterior es un sistema lineal homogéneo.

Si consideramos las matrices

A =




a11 a12 · · · a1q
a21 a22 · · · a2q

...
...

...
...

ap1 ap2 · · · apq


 ∈M(p× q;K)

B =




b1
b2
...
bp


 ∈M(p× 1;K)

X =




x1
x2
...
xp
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entonces resolver el sistema lineal es equivalente a resolver el sistema

AX = B

En el próximo capítulo nos ocuparemos de la existencia de soluciones en K
y su resolución. Por el momento, sólo nos preocuparemos del caso de sistemas
lineales dos por dos.

Ejercicio 5. — Verifique que el sistema lineal
{

x− y = 7

2x− 2y = 13

no tiene solución en C. ¿Qué pasa en Z2 ?

Supongamos que tenemos un sistema lineal
{
ax+ by = e

cx+ dy = f

el cual queremos resolver.

(i) Si b = 0, entonces de la primera ecuación obtenemos x =
e

a
y la segunda

ecuación permite obtener y.

(ii) Si d = 0, entonces de la segunda ecuación obtenemos x =
f

c
y la primera

ecuación permite obtener y.
(iii) Si b = d = 0, entonces el sistema tiene solución sólo si una de las ecua-

ciones es un múltiplo de la otra. En tal caso, obtenemos infinitas soluciones.
(iv) Si bd 6= 0, entonces podemos multiplicar la primera ecuación por d y la

segunda por b, para obtener el sistema lineal
{
adx+ bdy = ed

bcx+ bdy = bf

Observemos que las soluciones de este nuevo sistema son las mismas
que para nuestro sistema original. Al hacer la diferencia de las dos nuevas
ecuaciones obtenemos

(ad− bc)x = ed− fb
Luego, si ad− bc 6= 0, obtenemos

x =
ed− fb
ad− bc

y al usar cualquiera de las ecuaciones podemos obtener el valor de y. Si
ad− bc = 0, entonces tenemos dos posibilidades :
(iv.1) si ed− fb 6= 0, entonces el sistema no tiene solución.
(iv.2) si ed− fb 6= 0, entonces tenemos infinitas soluciones.
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Resumiendo todo lo anterior es el siguiente.

Teorema 3.0.2. — Consideremos el sistema lineal
{
ax+ by = e

cx+ dy = f

entonces :

(i) Si ad− bc 6==, tenemos solución y es única.

(ii) Si ad− bc = 0, ó bien no hay solución ó bien hay infinitas soluciones.

Ejercicio 6. — Consideremos los siguientes sistemas lineales :

(1)

{
ax+ by = c

ax− by = c
, (2)

{
ax+ by = c

bx+ ay = c
, (3)

{
ax− by = c

bx+ ay = d

(i) Encontrar condiciones para a, b ∈ C para que el sistema lineal (1) tenga

única solución.

(ii) Encontrar condiciones para a, b, c ∈ C para que el sistema lineal (2) tenga

infinitas soluciones.

(iii) Encontrar condiciones para a, b, c ∈ C para que el sistema lineal (3) no

tenga soluciones.

3.1. Problemas

1.- Sea L = {(x, y) ∈ R2 : ax + by = c} ⊂ R2 una línea y p = (x1, y1) ∈
R2−L. Si denotamos por L⊥ la líneal que pasa por p y que es perpendicular
a L y {q = (x2, y2)} = L ∩ L⊥, entonces definimos la distancia de p a L
como

d(p, L) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

Verificar que

d(p, L) =
|ax1 + by1 − c|√

a2 + b2

Experimente con algunos ejemplos particulares.
2.- La compañia Sansanito produce libros y lápices. Un trabajador, en prome-

dio, necesita 10 minutos para producir un lápiz mientras que necesita 20

minutos para producir un libro. La producción de un lápiz cuesta $20 pesos
y la de un libro cuesta $500 pesos. La compañia Sansanito tiene para su
producción diaria unos $1500 pesos. Suponiendo que el trabajador trabaja
8 horas diarias y gasta todo el presupuesto diario, ¿Cuántos productos de
cada clase se producen ?
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3.- Series discreta de Fourier. Una técnica usual en ingeniería es la de aproxi-
mación de una función

f : [0, L]→ C

continua a trozos, mediante una serie de Fourier

f̂(x) =

∞∑

k=0

cke
2πikx/L

El análisis discreto de Fourier selecciona un valor entero N > 0 y los
coeficientes ck (coeficientes de Fourier de f ) de manera que valgan las si-
guientes propiedades :
(i) ck = 0 para k ≥ N ;
(ii) la serie finita

SN (x) =
N−1∑

k=0

cke
2πikx/L

coincide con f(x) para los valores x ∈ {0, L/N, 2L/N, 3L/N, ...., (N−
1)L/N}.

Para encontrar los N valores c0,...., cN−1, debemos entonces resolver el
siguiente sistema lineal, para z = e2πi/N :





c0 + c1 + c2 + · · ·+ cN−1 = f(0)

c0 + c1z + c2z
2 · · ·+ cN−1z

N−1 = f(L/N)

c0 + c1z
2 + c2z

4 · · ·+ cN−1z
2(N−1) = f(2L/N)

...
...

...
c0 + c1z

N−1 + c2z
2(N−1) · · ·+ cN−1z

(N−1)2 = f((N − 1)L/N)

El sistema anterior, en forma matricial es dado como :

ZC = fN

donde

Z =




1 1 1 · · · 1

1 z z2 · · · zN−1

...
...

...
...

...
1 zN−1 z2(N−1) · · · z(N−1)2


 ∈M(N ×N ;C)

fN =




f(0)

f(L/N)

f(2L/N)
...

f((N − 1)L/N)
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C =




c0
c1
c2
...

cN−1




La matriz fN es llamada la transformada discreta de Fourier de C y C es
llamada la transformada discreta de Fourier de fN .

Verificar la propiedad siguiente : Si X,Y ∈M(1 ×N ;K), entonces

Z t(X ⋆ Y ) = Z tX � Z tY

4.- Una Cadena de Markov. Consideremos una matriz cuadrada A ∈ M(p ×
p;R). Podemos considerar las matrices potencias de A :

A,A2, A3, .....

Nos podemos preguntar por el límite

lim
n→∞

An

el cual podría existir como no existir.
Dado un vector (que podemos considerar como un estado inicial) x0 ∈

M(p × 1;R), podemos considerar los estados futuros xn = Anx0 =

Axn−1, n = 1, 2, 3, 4, ..... Aquí nos podemos preguntar sobre la tenden-
cia de tales estados futuros.

Supongamos que tenemos un sistema de p empresas, digamosE1,....,Ep,
que producen un mismo artículo, los cuales son adquiridos mensualmente
por una cierta población. Supongamos que durante el primer mes la em-
presa Ej tiene como clientes al x0j% de la población. Luego sabemos que
debemos tener la igualdad :

x01 + x02 + · · ·+ x0p = 100

Consideremos la matriz

x0 =




x01
x02
...
x0p




Supongamos que al mes siguiente la empresa Ej ha logrado mantener al
ajj% de sus clientes y ha atraido al ajk% de los clientes de la empresa Ek.

Es claro que debemos tener que

aj1 + aj2 + · · ·+ ajp = 100
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aij ∈ [0, 100]

Así, si denotamos por x1j el porcentaje de población que es cliente de la
empresa Ej en tal mes, entonces vale la igualdad :

x1j =

p∑

k=1

ajk
100

x0k

De manera matricial lo anterior es expresado por

Ax0 = x1

donde

A =




a11/100 a12/100 · · · a1p/100

a21/100 a22/100 · · · a2p/100
...

...
...

...
ap1/100 ap2/100 · · · app/100


 ∈M(p × p;R)

x1 =




x11
x12
...
x1p




Supongamos que el mismo fenómeno comercial se sigue en todos los
siguientes meses. En tal caso, el movimientos de clientes es dado por la
matriz

xr+1 = Axr = Ar+1x0

donde

xr =




xr1
xr2
...
xrp




y xrj denota el porcentaje de la población que es cliente de la empresa Ej

en el r-ésimo mes.
Ver que pasa al futuro con los clientes si tomamos p = 3,

x0 =




20

30

50




A =




0.8 0.2 0.1

0.1 0.7 0.3

0.1 0.1 0.6


 ∈M(3 × 3;R)
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Figura 3.1. Una estructura articulada

5.- Una Estructura Articulada. Consideremos p varillas unidas en un extremo
P tales que todas ellas están conectadas por el otro extremo a una pared.
Para simplificar el problema, supondremos que los puntos de intersección
de todas esas varillas, denotadas por v1,..., vp, con la pared son colineales
(ver figura 3.1). Una fuerza f es aplicada sobre el punto P (que supon-
dremos es una fuerza de dos componentes como se muestra en la misma
figura). Si la componente horizontal de F la denotamos por f1 y la compo-
nente vertical por f2, entonces podemos escribir

F =

(
f1
f2

)

La fuerza F induce fuerzas extensivas ó compresivas Tj en cada varilla
vj ; luego :

f1 = −T1 cos(θ1)− · · · − Tp cos(θp)

f2 = T1 sin(θ1) + · · ·+ Tp sin(θp)

Lo anterior puede escriirse de manera matricial como

AT = F

donde

A =

( − cos(θ1) · · · − cos(θp)

sin(θ1) · · · sin(θp)

)
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T =




T1
T2
...
Tp




En cada varilla vj , la fuerza Tj causan expansiones ó compresiones en
tal varilla. Si suponemos que las fuerzas son pequeñas, podemos usar la ley
de Hooke : “la deformación ej por Tj es proporcional a Tj , con constante

de proporcionalidad kj (elasticidad de la varilla vj)."
Si consideramos la matriz diagonal K = diag(k1, k2, ..., kp) y la matriz

de deformación

E =




e1
e2
...
ep


 ,

entonces tenemos la igualdad

E = KT

Las nuevas coordenadas del punto

P =

(
x0
y0

)

por efecto de tal fuerza F serán

P ∗ =

(
x0 + d1
y0 + d2

)

Como debemos tener

ej = −d1 cos(θj) + d2 sin(θj)

Si

D =

(
d1
d2

)
,

entonces lo anterior dice

E = tA D

Todo lo anterior nos da el sistema lineal :




A T = F

K T = E
tA D = E

Queremos conocer D ! !
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Por ejemplo, si suponemos que kj 6= 0 para todo j = 1, .., p, entonces
K es invertible y lo anterior dice que

F = AT = AK−1E = (AK−1tA) D

Si tenemos que la matriz cuadrada de tamaño 2 dada por AK−1tA es
invertible, entonces tenemos una única solución para D. Pero, ¿ que condi-
ciones son necesarias para tener invertibilidad de tal matriz ?

6.- Ajuste Lineal (Mínimos cuadrados : análisis de regresión). Supongamos
que tenemos algunos datos muestrales

(t, y) ∈ {(t1, y1), ...., (tp, yp)}
Podemos graficar tal muestra en un plano Euclidiano

−→
ty (es decir, el

plano con la noción usual de distancia). Queremos encontrar una recta L en
tal plano que sea lo más cercano posible a nuestros datos, es decir, queremos
encontrar valores reales a, b ∈ R de manera que

L : y = a+ bt

se acerque lo más posible a la reproducción de nuestros datos. Para concre-
tizar esto, por cada par (a, b) ∈ R2 consideremos los errores

ej = yj − (a+ btj), j = 1, ..., p,

y consideremos el error total

σ(a, b) =

p∑

j=1

e2j =

p∑

j=1

(yj − a− btj)2.

De esta manera, obtenemos una función polinomial de grado dos en a y
b dada por

σ : R2 → [0,+∞) : (a, b) 7→ σ(a, b).

Entonces. lo que andamos buscando es un mínimo global de la función
polinomial σ de grado 2. Primero calculamos valores críticos :

∂σ

∂a
= −2

p∑

j=1

(yj − a− btj) = 0

∂σ

∂b
= −2

p∑

j=1

(yj − a− btj)tj = 0

Si denotamos por

T =

p∑

j=1

tj , Y =

p∑

j=1

yj, S =

p∑

j=1

t2j , Q =

p∑

j=1

tjyj,
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entonces las ecuaciones anteriores para encontrar los puntos críticos es
equivalente a resolver el sistema lineal

{
pa+ Tb = Y

Ta+ Sb = Q

el cual es equivalente al sistema matricial
(

p T

T S

)

︸ ︷︷ ︸
A

(
a

b

)
=

(
Y

Q

)

La matriz A ∈ M(2 × 2;R) es simétrica. Un problema más general es
el siguiente :

Dada una matrizA ∈M(p×q;R) y una matriz Y ∈M(p×1;R), encon-
trar una matriz X ∈M(q × 1;R de manera que AX sea lo más próximo a
Y . Si tomamos E(X) = Y −AX, entonces queremos minimizar E(X) en
términos deX, es decir, minimizar tE(X) E(X) = t(Y −AX) (Y −AX).
Derivando parcialmente en las coordenadas de X se obtiene que lo anterior
nos lleva al problema de resolver tA AX = tA Y . Como B = tA A es una
matriz simétrica, lo anterior es equivalente a resolver para X la ecuación
BX = Z , donde B y Z son dadas. Más adelante estudiaremos las matrices
simétricas y veremos como solucionar este problema.



CAPÍTULO 4

SOLUCIÓN DE ECUACIONES LINEALES
MEDIANTE ELIMINACIÓN DE GAUSS

En este capítulo mostraremos un método clásico para resolver sistemas lineales.
Este método, llamado el método de eliminación de Gauss, el cual es de fácil pro-
gramación. Por supuesto, existen métodos computacionales más rápidos, pero no
los veremos en estas notas.

4.1. Sistemas lineales y matriciales

Ya vimos en el capítulo anterior que todo sistema de ecuaciones lineales




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1qxq = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2qxq = b2

...
...

...
ap1x1 + ap2x2 + · · ·+ apqxq = bp

donde aij, bn ∈ K , para i, n ∈ {1, 2, ..., p} y j ∈ {1, 2, ..., q}, puede escribirse
como el sistema lineal matricial

AX = B

donde

A =




a11 a12 · · · a1q
a21 a22 · · · a2q

...
...

...
...

ap1 ap2 · · · apq


 ∈M(p× q;K)

B =




b1
b2
...
bp


 ∈M(p× 1;K)
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X =




x1
x2
...
xp




Ahora continuaremos con nuestra forma matricial.

Definición 4.1.1. — La matriz aumentada del sistema lineal anterior es dada por

(A|B)

La idea principal del método a presentar (y de la mayoría de los métodos exis-
tentes) es que si tenemos un sistema lineal

AX = B

y multiplicamos a la izquierda por una matriz invertible C (de tamaño p), obtene-
mos el sistema lineal

CAX = CB

que tiene las mismas soluciones que el anterior. La matriz aumentada del nuevo
sistema lineal es dada por (CA|CB).

Ahora, uno quiere que la matriz CA sea más simple que A, por ejemplo, que
tenga muchos coeficientes que sean 0. En la siguiente sección veremos algunas
matrices simples C que nos permitirán hacer el procedimiento de simplificación
anterior.

4.2. Operaciones elementales

4.2.1. Matrices de intercambio de filas Eij . — Por cada par (i, j) tales que
1 ≤ i < j ≤ p, consideramos la matriz Eij = (auv) cuyos coeficientes auv
satisfacen :

auu = 1, u /∈ {i, j}
aij = aji = 1

auv = 0, para todos los otros coeficientes

Multiplicar nuestro sistema por Eij a la izquierda es equivalente a intercambiar
las filas i con j de nuestro sistema original.

Ejercicio 7. — Verificar que E−1
ij = Eij .
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4.2.2. Matrices de amplificación de filas Eλ
j . — Por cada valor λ ∈ K−{0} y

1 ≤ j ≤ p, consideramos la matrizEλ
j = (auv) cuyos coeficientes auv satisfacen :

auu = 1, u 6= j

ajj = λ

auv = 0, para todos los otros coeficientes

Multiplicar nuestro sistema por Eλ
j a la izquierda es equivalente a multiplicar

la fila j de nuestro sistema original por el factor λ.

Ejercicio 8. — Verificar que (Eλ
j )

−1 = E
1/λ
j .

4.2.3. Matrices de amplificación y suma de filas Eλ
ij . — Por cada par (i, j)

tales que 1 ≤ i 6= j ≤ p, y cada λ ∈ K , consideramos la matriz Eλ
ij = (auv)

cuyos coeficientes auv satisfacen :

auu = 1

aji = λ

auv = 0, para todos los otros coeficientes

Multiplicar nuestro sistema por Eλ
ij a la izquierda es equivalente a reemplazar

la fila j por la suma de la fila j con un multiplo por λ de la fila i.

Ejercicio 9. — Verificar que (Eλ
ij)

−1 = E−λ
ij .

4.2.4. Procedimiento. — Multiplicando por la izquierda, de manera adecuada,
estas matrices elementales a nuestro sistema AX = B, podemos obtener uno
nuevo de la forma A∗X = B∗, donde la matriz A∗ = (a∗ij) es tal que si a∗ii 6= 0,
entonces a∗ki = 0 para k 6= i. Nuestra matriz A∗ es de la forma MA, donde M
es una matriz invertible de tamaño p (al ser producto de las matrices elementales
que son invertibles).

Ejemplo 4.2.1. — Consideremos el sistema lineal
{ −2x1 + 2x2 − 4x3 − 6x4 = −4
−3x1 + 6x2 + 3x3 − 15x4 = −3

De manera matricial este sistema es :

( −2 2 −4 −6
−3 6 3 −15

)

︸ ︷︷ ︸
A




x1
x2
x3
x4




︸ ︷︷ ︸
X

=
(
−4//− 3

)
︸ ︷︷ ︸

B
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Si tomamos M = E1
21E

1/3
2 E3

12E
−1/2
1 , entonces

MA =

(
1 0 5 1

0 1 3 −2

)

MB =

(
3

1

)

Luego obtenemos el nuevo sistema lineal
{
x1 + 5x3 + x4 = 3

x2 + 3x3 − 2x4 = 1

el cual tiene las mismas soluciones que el original. Este es de fácil resolución,
siendo estas :

x1 = 3− 5x3 − x4
x2 = 1− 3x3 + 2x4

Luego, tenemos infinitas soluciones, cada una de ellas dada por cada posible
par (x3, x4).

Ejercicio 10. — Considere el sistema lineal




x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 4

2x1 + 7x2 + x3 + x4 = 14

3x1 + 8x2 − x3 + 4x4 = 17

Proceder como en el caso anterior para ver que este sistema no tiene solu-

ciones.

4.3. Encontrando inversas

Supongamos que tenemos una matriz cuadrada A, de tamaño p, y queremos
saber si esta es invertible o no. En otras palabras, queremos saber si existe una
matriz cuadrada X, también de tamaño p, satisfaciendo la ecuación

AX = Ip

Usando matrices elementales apropiadas para multiplicar a la izquierda, diga-
mos

E1, E2, ..., Em,

podemos obtener

EmEm−1 · · ·E2E1A︸ ︷︷ ︸
N

X = EmEm−1 · · ·E2E1
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donde N es una matriz triangular superior ; además, tenemos que cada vez que
tenemos un elemento en la diagonal no cero, entonces todos los coeficientes res-
tantes de esas columna son cero. En particular, si A es invertible, entonces pode-
mos lograra N = I . Esta observación nos permite obtener el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1. — Sea A una matriz de tamaño 2. Entonces,

A es invertible

⇐⇒
∃X ∈M(p× p;K) solución de AX = I

⇐⇒
existen matrices elementales E1, E2,..., Em, tales que

EmEm−1 · · ·E2E1 = X = A−1

4.4. Métodos iterativos

El método de eliminación de Gauss nos da una manera directa para encontrar
soluciones de un sistema lineal Ax = b. El método de iteración permite encontrar
soluciones aproximadas. Existen variados métodos, pero sólo mencionares uno de
ellos, el método de Jacobi. Para este método, supondremos que A es una matriz
invertible.

La idea es multiplicar nuestro sistema Ax = b a la izquierda por matrices
elementales de manera que ahora podamos asumir que aii 6= 0, para todo i. Luego,
podemos escribir

x = (I −A)x+ b

El método iterativo es

x(n+1) = (I −A)x(n) + b

donde x(0) es un vector de partida de nuestra elección. Si los vectores x(n) conver-
gen a un vector x, entonces X es la solución buscada.

Teorema 4.4.1. — Si nuestra matriz invertible A = (aij) ∈ M(n × n;R) satis-

face que

|aii| > |ai1|+ · · ·+ |ai(i−1)|+ |ai(i+1)|+ · · ·+ |ain|, ∀i = 1, ..., n,

entonces el método converge a la solución x del sistema lineal Ax = b.

4.5. Problemas
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1.- Escribir un programa para el método de eliminación de Gauss (al menos
describa el algoritmo).

2.- Discutir la problemática del punto flotante en un computador y las progra-
mación que usted realizó.

3.- Considere una matriz de tamaño 2 con coeficientes reales

A =

(
a b

c d

)

y utilize el método anterior para determinar condiciones en esos coefi-
cientes para que la matriz A sea invertible. En caso que A sea invertible,
obtenga la igualdad

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

4.- Determine la forma de la inversa para una matriz invertible de tamaño 3.
5.- Resuelva los siguientes sistemas lineales :




2x1 + 4x2 + 6x3 = 18

4x1 + 5x2 + 6x3 = 24

2x1 + 7x2 + 12x3 = 30





2x1 + 4x2 + 6x3 = 18

4x1 + 5x2 + 6x3 = 24

2x1 + 7x2 + 12x3 = 40





2x1 + 4x2 + 6x3 = 18

4x1 + 5x2 + 6x3 = 24

3x1 + x2 − 2x3 = 4

6.- Modelo de entrada-salida de Leontief El siguiente modelo es frecuente-
mente usado en economía. Supongamos que tenemos una sistema econó-
mico consitente de n empresas, digamos E1, ..., En. Existen dos tipos de
demandas en cada una de esas empresas. La primera es la demanda externa
de fuera del sistema (por ejemplo necesidades de importación desde otro
sistema económico). La segunda demanda es interna (lo que necesita cada
una de las empresas de las otras del mismo sistema económico).

Supongamos que la demanda externa de la j-ésima empresa Ej es deno-
tada por ej . Denotemos por aij la demanda interna de la empresa Ej hecha
a la empresa Ei, es decir, la empresa Ej necesita aij unidades producidas
por la empresa Ei para producir una de sus unidades.

Denotemos por xj las unidades producidas por la empresa Ej .
Supongamos que la producción de cada empresa es igual a su demanda,

es decir, todo lo que se produce se vende a las otras empresas.
Tenemos que la demanda total de cada empresa es la suma de la deman-

das externa e interna. Por ejemplo, calculemos la demanda de la empresa
E1. Primero, veamos la demanda interna. Para que Ej pueda producir 1

producto, ella necesita a1j productos de la empresa E1. Ahora, como Ej
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produce xj productos, tenemos que la demanda interna de la empresa E1

hecha por Ej es a1jxj . De es ta manera, la demanda total hecha a la em-
presa E1 es

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + e1

Como estamos suponiendo que toda la producción de E1 es usada, de-
bemos también tener la igualdad

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + e1 = x1

De esta manera, obtenemos el sistema lineal




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + e1 = x1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + e1 = x2

... =
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn + e1 = xn

ó de manera equivalente,




(a11 − 1)x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + e1 = 0

a21x1 + (a22 − 1)x2 + · · ·+ a2nxn + e1 = 0
... =

...
an1x1 + an2x2 + · · · + (ann − 1)xn + e1 = 0

Considere el caso n = 3, a11 = 0.1, a12 = 0.2, a13 = 0.3, a21 = 0.1,
a22 = 0.3, a23 = 0.2, a31 = 0.1, a32 = 0.5, a33 = 0.2, e1 = 1, e2 = 2 y
e3 = 3, y vea que pasa en este caso.

7.- Problemas de gestión de recursos Supongamos que tenemos una empresa
con n oficinas, digamos O1, ..., On. Una empresa externa entrega algunos
productos necesarios por cada oficina, digamos P1,...,Pm. La oficina Oi

consume aji productos Pj por cada persona que trabaja en tal oficina. Si
denotamos por pj la cantidad de productos Pj entregados, y todos los pro-
ductos son usados, y denotamos por xj la cantidad de personas de la oficia
Oj , entonces tenemos el siguiente sistema lineal.





a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = p1
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = pm

Consideremos el caso n = m = 3, p1 = 100, p2 = 50, p3 = 70,
aji = 2(i+ j). ¿Es posible distribuir 500 personas de la empresa en las tres
oficinas de manera que tengamos solución a nuestro problema de distribu-
ción de productos ?
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8.- Use el método iterativo de jacobi para buscar soluciones aproximadas del
problema lineal Ax = b para

A =

(
1 0

3 4

)
, b =

(
1

2

)



CAPÍTULO 5

ESPACIOS VECTORIALES

5.1. Espacios vectoriales

Definición 5.1.1. — Sea K un cuerpo. Un triple (V,+, ·) es llamado un espacio
vectorial sobre el cuerpo K si V es un conjunto no vacío,

+ : V × V → V : (v1, v2) 7→ v1 + v2

y

· : K × V → V : (λ, v) 7→ λv

son funciones, llamadas suma y amplificación del espacio vectorial, satisfaciendo
las siguentes propiedades :

1.- la suma es asociativa, es decir, para todo triple v1, v2, v3 ∈ V vale que

(v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3)

2.- la suma es commutativa, es decir, para todo par v1, v2 ∈ V vale que

v1 + v2 = v2 + v1

3.- existe un neutro 0V ∈ V para la suma, es decir, para todo v ∈ V vale que

v + 0V = v

4.- existen inversos para la suma, es decir, para todo v ∈ V existe −v ∈ V tal
que

v + (−v) = 0V

5.- para todo par λ, µ ∈ K y v ∈ V vale que

λ(µv) = (λµ)v

6.- para todo par λ, µ ∈ K y v ∈ V vale que

(λ+ µ)v = λv + µv
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7.- para todo λ ∈ K y todo par v1, v2 ∈ V vale que

λ(v1 + v2) = λv1 + λv2

8.- para todo v ∈ V vale que
1v = v

Los elementos de V serán llamados los vectores del espacio vectorial mientras
que los elementos del cuerpo K serán llamados los escalares.

Ejercicio 11. — Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K .

(i) Verificar que el neutro para la suma y los inversos para la suma son únicos.

(ii) λ0V = 0V para todo escalar λ.

(iii) 0v = 0V para todo vector v.

(iv) (−1)v = −v para todo vector v.

5.2. Ejemplos de espacios vectoriales

5.2.1. Kn. — Consideremos un cuerpo K y para cada entero n ∈ {1, 2, 3, ...}
consideremos el producto cartesiano

Kn = {(x1, ...., xn) : x1, ..., xn ∈ K}
Con la suma

(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn) := (x1 + y1, ..., xn + yn)

y la amplificación
λ(x1, ..., xn) := (λx1, ..., λxn)

tenemos un espacio vectorial sobre K .

5.2.2. M(p× q;K). — El conjunto de las matrices M(p× q;K), K un cuerpo,
con las operaciones usuales de suma de matrices y amplificación, es un espacio
vetorial sobre K .

5.2.3. Sucesiones. — Sea K un cuerpo y sea

V = KN = {s : N→ K : n 7→ s(n)}
el conjunto de todas las sucesiones en K . Definiendo la suma como la suma usual
de funciones

s1 + s2 : N→ K : n 7→ s1(n) + s2(n)

y la amplificación usual de funciones

λs : N→ K : n 7→ λs(n)
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obtenemos un espacio vectorial sobre K .

5.2.4. Cr([a, b];R). — Sea Cr([a, b];R) el conjunto de todas las funciones f :

[a, b] → R que son r veces derivables (decimos que son de clase Cr), donde
r ∈ {0, 1, 2, 3, ...} ∪ {∞} ∪ {ω}. Del cálculo en una variable sabemos que tanto
la suma usual de funciones de clase Cr y la amplificación de una función de clase
Cr por un real siguen sinedo de clase Cr. Luego, Cr([a, b];R) con la suma usual
de funciones y amplificación usual por reales es un espacio vectorial sobre R.

5.2.5. K[x]. — Sea K un cuerpo y K[x] el conjunto de todos los polinomios en
la variable x y coeficientes en K . Entonces, con la suma usual de polinomios y
amplificación usual por escalares tenemos que K[x] es un espacio vectorial sobre
K .

Si denotamos por Kn[x] el subconjunto de polinomios de grado menor ó igual
a n, entonces también tenemos que es un espacio vectorial sobre K .

5.2.6. Subcuerpos. — Sea K un subcuerpo del cuerpo L (decimos que L es
un cuerpo extensión de K). Entonces, con las operaciones usuales de suma y
producto tenemos que L es un espacio vectorial sobre K . Por ejemplo, R es un
espacio vectorial sobre Q ó sobre Q[

√
3] ó sobre R.

5.2.7. Ecuaciones diferenciales. — Consideremos la ecuación diferencial lineal

(∗) an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0

donde aj ∈ C0[a, b], para j = 0, 1, ..., n. Denotemos por V al conjunto de las
soluciones de (∗) definida en el intervalo [a, b]. Entonces V , con la suma usual de
funciones y amplificación usual de funciones por escalares, es un espacio vectorial
sobre R y también sobre C.

5.2.8. Ecuaciones integrales. — Sea k : [0, a] × [0, a] → C : (x, t) 7→ k(x, t)

una función continua y sea λ ∈ C dado. Sea V el conjunto de todas las funciones
continual y : [a, b]→ C que satisfacen la ecuación integral

∫ a

0
k(x, t)y(t) dt+ λy(x) = 0, x ∈ [0, a]

Entonces V , con la suma usual de funciones y amplificación usual de funciones
por escalares, es un espacio vectorial sobre C.
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5.2.9. Suma directa de espacios vectoriales. — Sea K un cuerpo y sean V1,....,
Vn espacios vectoriales sobre K . Consideremos el producto cartesiano

V1 × V2 × · · · × Vn = {(v1, v2, ..., vn) : vj ∈ Vj}
Si definimos las suma componente a componente

(v1, ...., vn) + (w1, ..., wn) := (v1 + w1, ..., vn +wn)

y la amplificación
λ(v1, ..., vn) := (λv1, ..., λvn)

entonces obtenemos un espacio vectorial sobre K , llamado la suma directa de
V1,...., Vn, el cual es denotado por V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn.

Observe que en el caso particular Vj = K , obtenemos el ejemplo dado en
sección 5.2.1.

5.3. Subespacios vectoriales

Definición 5.3.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . Supongamos
que tenemos un subconjunto W ⊂ V , W 6= ∅. En caso que

(i) para todo par w1, w2 ∈W vale que w1 + w2 ∈W ; y
(ii) para todo λ ∈ K y todo w ∈W vale que λw ∈W ,

diremos que W es un subespacio vectorial de V , lo cual denotaremos por el sím-
bolo W < V .

Ejercicio 12. — Sea V un espacio vectorial sobre K y W < V . Verificar que la

suma y amplificación en V son heredadas por W para ver W como un espacio

vectorial sobre K . De esta manera, un subespacio vectorial W de un espacio

vectorial V sobre K no es nada más que un espacio vectorial sobre K con las

mismas operaciones de suma y amplificación.

Teorema 5.3.2. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . Si tenemos

una colección (finita ó infinita) de subespacios vectoriales {Wj}j∈J , entonces la

intersección

W =
⋂

j∈J

Wj

es también un subespacio vectorial de V .

Demonstración. — Como 0V ∈ Wj para todo j ∈ J , tenemnos que 0V ∈ W ;
es decir, W 6= ∅. Sean u, v ∈ W y λ ∈ K . Como u, v ∈ Wj para todo j ∈ J

y cada Wj < V , tenemos que u + v, λu ∈ Wj , para todo j ∈ J ; en particular
u+ v, λu ∈W .
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Definición 5.3.3. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean
v1, ...., vr ∈ V y λ1, ..., λr ∈ K . Todo vector de la forma

λ1v1 + λ2v2 + · · · + λrvr

des llamado una combinación lineal de los vectores v1,..., vr.

Teorema 5.3.4. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S ⊂ V ,

S 6= ∅. Ver que el subconjunto de V formado de todas las posibles combinaciones

lineales de los vectores en S es un subespacio vectorial de V .

Demonstración. — Sea WS el subconjunto de V formado de todas las posibles
combinaciones lineales de los vectores en S. Ya que S 6= ∅, existe v0 ∈ S. Luego
0V = 0v0 ∈WS , es decir, WS 6= ∅. Como la suma de dos combinaciones lineales
es nuevamente una combianción lineal y la amplificación por un escalar de una
combinación lineal es también una combinación lineal, entonces WS < V .

5.3.1. Algunos ejemplos de subespacios vectoriales. —
1.- Kn[x] < K[x], donde K es un cuerpo.
2.- Cs[a, b] < Cr[a, b], para s ≥ r.
3.- Subespacios generados por subconjuntos. Sea V un espacio vectorial

sobre un cuerpo K y sea S ⊂ V , S 6= ∅. Lo más probable es que S no
sea un subespacio vectorial de V . Podemos considerar la intersección de
todos los subespacios de V que contiene a S. Ya que V contiene a S, esta
colección es no vacía. Denotemos tal intersección por < S >.El teorema
5.3.2 nos asegura que < S > es un subespacio vectorial de V y, por la
construcción, este resulta ser el subespacio vectorial más pequeño de V
que contiene a S. Claramente toda combinación lineal de vectores en S

a1s1 + a2s2 + · · ·+ arsr

donde aj ∈ K y sj ∈ S, debe pertenecer a < S > por la propiedad de
ser subespacio de V . De esta manera, el subespacio WS < V , formado de
todas las posibles combinaciones lineales de los vectores en S, debe estar
contenido en < S >. Pero ahora la minimalidade < S > nos dice que

< S >=WS

Definición 5.3.5. — El subespacio < S > es llamado el subespacio gene-
rado por S.
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4.- Sea K un cuerpo. Tenemos que

W1 = {A ∈M(p × q;K) : A es triangular superior} < M(p× q;K)

W2 = {A ∈M(p× q;K) : A es triangular inferior} < M(p × q;K)

W3 = {A ∈M(p× p;K) : trA = 0} < M(p× p;K)

donde trA denota la traza de A (la suma de todos los elementos de su
diagonal).

W4 = {A ∈M(p× p;K) : tA = A} < M(p× p;K)

Observemos que si A ∈M(p× p;K), entonces

A =
A+ tA

2
+
A− tA

2

A+ tA

2
∈W4

A− tA

2
∈W3

es decir, toda matriz cuadrada es suma de una matriz simétrica con una de
traza cero.

5.- Sea K un cuerpo y A ∈ M(p × p;K) y consideremos el sistema lineal
AX = 0, donde

X =




x1
x2
...
xp




Entonces

W = {(x1, ...., xp) ∈ Kp : AX = 0, X =




x1
x2
...
xp


} < Kp

5.4. Problemas

1.- Completar los detalles de los ejemplos anteriores.
2.- Sea Q = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}. ¿Es Q < R2 ?
3.- Sea K un cuerpo y sea

K(x) = {p(x)
q(x)

: p(x), q(x) ∈ K[x], q(x) 6= 0}

¿Es K(x) un espacio vectorial sobre K ?
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4.- Sea
H = {p(x) ∈ R[x] : grado de p(x) = 2}

¿Es H < R[x] ?
5.- Determine el subespacio de M(2× 2;K) generado por

S =

{(
1 0

0 0

)
,

(
1 1

0 0

)
,

(
1 1

1 0

)
,

(
1 1

1 1

)}

6.- Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea W < V . Definimos
en V la siguiente relación de equivalencia :

v1 ≡ v2 ⇐⇒ v1 − v2 ∈W
Denotemos por [v] la case de v ∈ V , por V/W al conjunto de las clases

de equivalencia y por π : V → V/W : v 7→ [v] a la proyección natural.
Verificar que las siguientes operaciones están bién definidas :

(i) [v1] + [v2] = [v1 + v2] ;
(ii) λ[v] = [λv].

Una vez verificado lo anterior, verificar que con estas operaciones te-
nemos que V/W resulta ser un espacio vectorial ; llamado el espacio
vectorial cociente de V por W . Observar que valen las propiedades :
(iii) π(v1 + v2) = π(v1) + π(v2) ;
(iv) π(λv) = λπ(v).

7.- Si V es un espacio vectorial sobre C, entonces V es también un espacio
vectorial sobre R. Más generalmente, si K es un cuerpo y L ⊂ K es un
subcuerpo de K , entonces todo espacio vectorial sobre K es también un
espacio vectorial sobre L. Ver, en particular, que R es un espacio vectorial
sobre Q.

8.- Dar un ejemplo de un espacio vectorial sobre R que no es sobre C.
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BASES

6.1. Conjuntos linealmente independientes

Definición 6.1.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . Un subcon-
junto S ⊂ V es llamado linealmente independiente si para cada colección finita

{v1, ...., vm} ⊂ S
la ecuación

λ1v1 + · · · + λmvm = 0V

tiene como únicas soluciones en K a

λ1 = · · · = λm = 0

En caso contrario diremos que S es un conjunto linealmente dependiente.

Consideremos un espacio vectorial V sobre un cuerpo K y S ⊂ V . De nuestra
definición, vemos que si S = ∅, entonces S es trivialmente un conjunto lineal-
mente independiente : en caso contrario, debe existir una subconjunto finito en
S para el cual existe solución no trivial en K , una contradicción al hecho que S
sea vacío. Por otro lado, si S 6= ∅, entonces podemos considerar el subespacio
vectorial WS =< S > generado por S. Si S es un conjunto linealmente inde-
pendiente, entonces tenemos que para todo R ⊂ S, R 6= ∅, R 6= S, vale que
< S > 6=< R >. En efecto, si tenemos igualdad, entonces para cada v0 ∈ S − R
tenemos que existen vectores v1, ..., vn ∈ R y existen escalares λ1, ..., λn ∈ K tal
que

v0 = λ1v1 + · · ·+ λnvn

Pero en tal caso, tenemos que :

−v0 + λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0V

de donde vemos que S no es un conjunto linealmente independiente, una contra-
dicción. Recíprocamente, supongamos que tenemos un subconjunto S ⊂ V , S 6=
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∅, con la propiedad que para todo R ⊂ S, R 6= ∅, R 6= S vale que < R > 6=<
S >. Entonces ocurre que S es necesariamente un conjunto linealmente inde-
pendiente. En efecto, en caso contrario tendremos un subconjunto finito de S,
digamos {v1, ..., vn} ⊂ S, y escalares λ1, ..., λn ∈ K − {0} tal que

λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0V

Esto nos dice que

vn = −λ1
λn
v1 − · · · −

λn−1

λn
vn−1,

de donde vemos que si R = S − {vn}, entonces < R >=< S >, una contradic-
ción a la propiedad de S. Así, obtenemos una definición equivalente para conjun-
tos linealmente independientes :

Definición 6.1.2. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S ⊂ V .
Diremos que S es un conjunto linealmente independiente si ocurre cualquiera de
las siguientes dos casos :

(i) S = ∅ ; ó
(ii) S 6= ∅ y para todo R ⊂ S, R 6= ∅, R 6= S vale que < R > 6=< S >.

Ejemplo 6.1.3. — Sea K un cuerpo y V = K[x]. Tomemos S = {v1 = 1, v2 =

x, v3 = x2}. Como S es un conjunto finito, para ver si S es un conjunto lineal-
mente, tenemos que buscar las soluciones en K de la ecuación

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0K[x]

ó equivalentemente

λ1 + λ2x+ λ3x
2 = 0K[x]

Pero por la propiedad de igualdad de polinomios tenemos que λ1 = λ2 = λ3 =

0, es decir S es un conjunto linelamente independiente. En este caso no es difícil
ver que

< 1, x, x2 >= K2[x]

Por otro lado, si escogemos R = {w1 = 2, w2 = x,w3 = x− 1}, entonces R
resulta ser un conjunto linealmente dependiente. En efecto

w1 + 2w2 −w3 = 0K[x]
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6.2. Bases

Definición 6.2.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S ⊂ V .
Diremos que S es una base para V si S es un conjunto linealmente independiente
tal que < S >= V , es decir, S es un conjunto linealmente independiente que
genera V .

Ejemplo 6.2.2. — Sea K un cuerpo y consideremos el espacio vectorial K2[x].
Sea

S = {v1 = 1, v2 = 2x, v3 = x2 − x}
(i) Si, por ejemplo, K ∈ {Q,Q[

√
2],R,C}, entonces S es una base de K2[x].

(ii) Si K = Z2, entonces v2 = 0K2[x], luego S no puede ser una base ya que
es un conjunto linealmente dependiente (aunque S genera K2[x]).

6.3. Existencia de bases

Ahora nos preocuparemos por el problema de existencia de bases para espacios
vectoriales. Necesitaremos recordar algunos hechos básicos.

Definición 6.3.1. —
1.- Un conjunto parcialmente ordenado es un par (A,≤), donde A es un conjunto
y ≤ es una relación de orden, es decir,

(i) a ≤ a, para todo a ∈ A (reflexividad) ;
(ii) a ≤ b, b ≤ a aseguran que a = b (antisimetría) ;
(iii) a ≤ b, b ≤ c aseguran que a ≤ c (transitividad).

2.- Un elemento m ∈ A es llamado un elemento maximal si para cada a ∈ A tal
que m ≤ a asegura que a = m.

3.- Una cadena en (A,≤) es un subconjunto de C ⊂ A con la propiedad que para
todo par x, y ∈ C vale que x ≤ y ó bien y ≤ x.

4.- Una cota superior de una cadena C ⊂ A es un elemento s ∈ A tal que para
todo x ∈ C vale que x ≤ s.

Lema 6.3.2 (Lema de Zorn). — Sea (A,≤) un conjunto parcialmente orde-

nado. Si toda cadema posee una cota superior, entonces existe un elemento

maximal.
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Ahora procederemos a nuestro problema de existencia de bases. De hecho, ve-
remos como obtener bases que contegan a algún conjunto linealmente indepen-
diente dado.

Teorema 6.3.3 (Completación de bases). — Sea V un espacio vectorial y S ⊂
V un conjunto linealmente independiente. Entonces existe una base B de V con

la propiedad que S ⊂ B.

Demonstración. — Sea S ⊂ V un conjunto linealmente independiente. Si S ya
es una base de V , entonces estaremos listos. Supongamos ahora que S no es base
de V . SeaA el conjunto formado por todos los subconjuntos linealmente indepen-
dientes de V que contengan a S. En particular, tenemos que S ∈ A. Consideremos
la relación ≤ dada por inclusión, es decir, U, V ∈ A son tales que U ≤ V sí y
sólo si U ⊆ V . Luego, para todo U ∈ A vale que S ≤ U .

Consideremos una cadena C ⊂ A y formemos el subconjunto de V dado por

X =
⋃

U∈C

U

Es claro que S ⊂ X. Veamos que X es un conjunto linealmente indepen-
diente. En efecto, supongamos que tenemos vectores v1, ..., vn ∈ X y escalares
λ1, ..., λn ∈ K tales que λ1v1+ · · ·+λnvn = 0V . Supongamos que vj ∈ Uj ∈ C.
Como C es una cadena, tenemos que existe U ∈ C tal que v1, ..., vn ∈ U . Como
U es un conjunto linealmente independiente, tenemos que λj = 0, para todo j.

De esta manera, vemos que X ∈ A y que X es una cota superior para la cadena
C. Esto nos dice que toda cadena en (A,≤) posee cota superior. El lema de Zorn
entonces nos asegura la existencia de un elemento maximal B ∈ A. Tenemos que
B ⊂ V contiene a S y es un conjunto linealmente independiente. Veamos que de
hecho B es la base buscada. Sólo nos falta ver que B genere V . Si no fuese así,
existiría un vector v0 ∈ V− < B >. Esto nos asegurarí que B ∪ {v0} es también
un conjunto linealmente independiente de V que contiene a S y contiene a B de
manera estricta. Esto contradice la maximilidad de B.

Observación 6.3.4. — La demostración anterior de existencia de bases es abs-
tracta. En la próxima sección procederemos a dar un algoritmo de completación
de bases para el caso de espacios vectoriales de dimensión finita.
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6.4. Dimensión

Como consecuencia de la proposición 6.3.3 tenemos que todo espacio vectorial
tiene bases. Un esdpacio vectorial puede tener muchas bases diferentes. Veremos
a continuación que toda base de un espacio vectorial debe contener la misma
cantidad de vectores.

Teorema 6.4.1. — Sea V un espacio vectorial que tiene una base de cardinali-

dad finita. Entonces, toda base de V tiene la misma cardinalidad

Demonstración. — Sea K el cuerpo sobre el cual V es espacio vectorial. Basta
verificar la siguiente situación : Sea B1 = {v1, ..., vn} una base finita dada y B2
otra base de V que tiene cardinalidad mayor ó igual a n (incluyendo∞), entonces
tal cardinalidad debe ser n.

Procedamos por contradicción, es decir, siupongamos queB2 tiene cardinalidad
estrictamente mayor a n. De esta manera podemos escoger un subconjunto de B2
de cardinalidad n+ 1, digamos

S = {w1, ..., wn+1} ⊂ B2

1.- Como B1 es base, existen escalares λ1, ...., λn ∈ K tales que

(∗1) w1 = λ1v1 + · · ·+ λnvn

Como S es un conjunto linelamente independiente, w1 6= 0V , luego, debe exis-
tir alguno de los escalares λj 6= 0. Módulo permutación de los índices, podemos
suponer que λ1 6= 0. Luego,

v1 ∈< w1, v2, ..., vn >

y en particular

< w1, v2, ..., vn >= V

Veamos que S1 = {w1, v2, ..., vn} es una base de V . Sólo nos falta ver que S1
es un conjunto linealmente independiente. Consideremos la ecuación

(∗ ∗ 1) α1w1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = 0V

para αj ∈ K . Luego, al reemplazar (∗1) en (∗ ∗ 1) obtenemos

(∗ ∗ ∗1) α1λ1v1 + (α1λ2 + α2)v2 + · · · + (α1λn + αn)vn = 0V

Ya que B es un conjunto linealmente independiente, tenemos que

α1λ1 = 0

α1λj + αj = 0, j = 2, ..., n.
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Ya que hemos supuesto λ1 6= 0, las ecuaciones anteriores aseguran que α1 =

α2 = · · · = αn = 0, es decir, S1 es un conjunto linealmente independiente y
luego una base de V .

2.- Ahora, al ser S1 una base de V , podemos encontrar escalares λ1, ...., λn ∈ K
tales que

(∗2) w2 = λ1w1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn

Como S es un conjunto linelamente independiente, w2 6= 0V , luego, debe
existir alguno de los escalares λj 6= 0. Veamos que en efecto existe j ≥ 2 tal
que λj 6= 0. Si no fuese así, tendríamos que w2 = λ1w1, una contradicción
al hecho que S es linealmente independiente. Otra vez, módulo permutación de
índices, podemos asumir λ2 6= 0. Luego,

v2 ∈< w1, w2, ..., vn >

y en particular

< w1, w2, v3, ..., vn >= V

Veamos que S2 = {w1, w2, v3..., vn} es una base de V . Sólo nos falta ver que
S2 es un conjunto linealmente independiente. Consideremos la ecuación

(∗ ∗ 2) α1w1 + α2w2 + α3v3 + · · · + αnvn = 0V

para αj ∈ K . Luego, al reemplazar (∗2) en (∗ ∗ 2) obtenemos

(∗∗∗2) (λ1α2+α1)w1+α2λ2v2+(α2λ3+α3)v3+ · · ·+(α2λn+αn)vn = 0V

Ya que S1 es un conjunto linealmente independiente, tenemos que

α2λ2 = 0

α1λj + αj = 0, j = 1, 3, ..., n.

Ya que hemos supuesto λ2 6= 0, las ecuaciones anteriores aseguran que α1 =

α2 = · · · = αn = 0, es decir, S2 es un conjunto linealmente independiente y
luego una base de V .

3.- Podemos proceder de manera inductiva como antes para lograr obtener que
Sn = {w1, ..., wn} resulta una base de V . Esto contradice el hecho que S sea un
conjunto linealmente independiente.

El teorema 6.4.1 nos permite dar la siguiente definición.
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Definición 6.4.2. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . La dimen-
sión de V sobre K , denotada por dimKV es dada por la cardinalidad de cual-
quiera de sus bases, es decir

dimKV = cardinalidad de una base de V

La demostración hecha para el teorema 6.4.1 nos permite ver los siguientes
hechos.

Corolario 6.4.3. — Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n. Entonces,

todo conjunto linealmente independiente S ⊂ V debe tener cardinalidad a lo más

n, es decir, todo subconjunto de V de cardinalidad mayor a n debe ser linealmente

dependiente.

Corolario 6.4.4. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K de dimensión

finita dimKV = n. Si W < V , entonces dimKW ≤ dimKV . Más aún, si

dimKW = dimKV , entonces W = V .

Ejemplo 6.4.5. —
(i) dimKK

n = n. Recordar la base canónica.
(ii) dimKKn[x] = n+ 1. Una base es {1, x, x2, ..., xn}.
(iii) dimKM(p×q;K) = pq. Recordar la base {Eij : 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q}.
(iv) dimKK

N =∞.
(v) Si V es un espacio vectorial sobre C, entonces V es también un espacio

vectorial sobre R. En este caso, dimRV = 2dimC V .
(vi) Si V es un espacio vectorial sobre R, entonces V es también un espacio

vectorial sobre Q. En este caso, dimQV =∞.
(vii) Si V es un espacio vectorial de dimensión 0, entonces V = {0V }.

6.4.1. Un proceso algorítmico para completar bases. — Sea V un espacio
vectorial sobre un cuerpo K de dimensión finita dimKV = n. Supongamos que
tenemos un subconjunto linealmente independiente S ⊂ V . Sabemos que la car-
dinalidad de S, digamos m, debe ser menor ó igual a n y que si m = n, entonces
S es una base de V .

(1) Si m = n, entonces S es una base.
(2) Si m < n, entonces < S > 6= V . En este caso, como S es linealmente

independiente, existe un vector v ∈ V− < S >. En este caso S∪{v} sigue
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siendo un subconjunto linealmente independiente de V que contiene a S de
manera estricta. Ahora reemplazamos S por S ∪ {v} y volvemos a (1).

6.5. Problemas

1.- Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S = {v1, ..., vn} ⊂ V .
Verificar que S es un conjunto linealmente independiente sí y sólo si la
ecuación

λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0V

tiene como únicas soluciones en K a

λ1 = · · · = λn = 0

2.- Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S ⊂ V tal que 0V ∈ S.
Verificar que S es un conjunto linealmente dependiente.

3.- Considere un cuerpo K y el espacio vectorial Kn, donde n ∈ {1, 2, 3, ...}.
Sean

ej = (0, ...., 0, 1, 0, ..., 0)︸ ︷︷ ︸
el 1 en la posición j-ésima

∈ Kn, j = 1, 2, ..., n.

Entonces
{e1, e2, ...., en}

es una base de Kn, llamada la base canónica de Kn.
4.- Sea K un cuerpo y el espacio vectorial M(p × q;K). Sea Eij la matriz

cuyo coeficiente ij es 1 y todo los demás son igual a 0. Verificar que

{Eij : 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q}
es una base de M(p × q;K).

5.- SeaK un cuerpo y consideremos el espacio vectorial KN de las sucesiones
en K . Sea S ⊂ KN el subconjunto cuyos vectores son

ej = (0, ...., 0, 1, 0, ...)︸ ︷︷ ︸
el 1 en la posición j-ésima

∈ KN, j = 1, 2, ....

Ver que (1, 1, 1, ......) /∈< S >. Concluir que S no es una base de KN.
6.- Construir un algoritmo computacional (es decir, un pseudo-programa) que

permita decidir si un conjunto finito de vectores es linealmente indepren-
diente ó no.

7.- Supongamos que V es un espacio vectorial de dimensión infinita pero nu-
merable. Describir un proceso de diagonalización de Gram-Schmidt. ¿Qué
pasa si quitamos la numerabilidad ?



CAPÍTULO 7

COORDENADAS

7.1. coordenadas

En este capítulo sólo nos preocuparemos de espacios vectoriales de dimensión
finita. Nuestras bases estarán ordenadas. Partamos con la siguiente observación.

Teorema 7.1.1. — Supongamos que tenemos un espacio vectorial V sobre un

cuerpo K y que la dimensión de V sobre K es finita, digamos dimKV = n, y sea

B = {v1, ..., vn} una base (ordenada) de V . Si v ∈ V , entonces existen únicos

escalares x1, ..., xn ∈ K tales que

v = x1v1 + · · ·+ xnvn

Estos escalares (manteniendo el orden) serán llamados las coordenadas de v

en la base B.

Demonstración. — Sabemos de la existencia de escalares x1, ..., xn ∈ K tales
que

v = x1v1 + · · ·+ xnvn

por el hecho que B genera V . Si tenemos otros escalares y1, ..., yn ∈ K tales que

v = y1v1 + · · · + ynvn,

entonces tenemos la igualdad

x1v1 + · · · + xnvn = y1v1 + · · · + ynvn,

de donde obtenemos

(x1 − y1)v1 + · · ·+ (xn − yn)vn = 0V

Como B es un conjunto linealmente independiente, debemos tener xj = yj ,
para todo j = 1, ..., n.



52 CAPÍTULO 7. COORDENADAS

Definición 7.1.2. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K con
dimKV = n, y sea B = {v1, ..., vn} una base de V . Si v ∈ V , entonces
tenemos sus coordenadas en tal base x1, ..., xn ∈ K tales que

v = x1v1 + · · ·+ xnvn

La matriz 


x1
x2
...
xn


 ∈M(n × 1;K)

es llamado el vector de coordenadas de v respecto a la base B. La coordenada xj
es llamada la j-ésima coordenada de v en la base (ordenada) B.

Ejemplo 7.1.3. — Sea K un cuerpo y consideremos el espacio vectorial K3[x].
Sabemos que

dimKK3[x] = 4

y luego toda base de K3[x] debe tener cardinalidad cuatro.
Una base (ordenada) de K3[x] es dada por

B1 = {v1 = 1, v2 = x, v3 = x2, v4 = x3}
El vector de coordenadas de un vector

v = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4a
4

en tal base B1 es 


a0
a1
a2
a3
a4




Pero si consideramos la base (ordenada)

B2 = {w1 = 1, w2 = x,w3 = 1 + x2, w4 = x+ x2 + x3}
entonces el vector de coordenadas de un vector

v = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4a
4

en tal base B2 es 


b0
b1
b2
b3
b4
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donde

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4a
4 = b0w1 + b1w2 + b2w2 + b3w4,

es decir

b0 = a0 − a2 + a3

b1 = a1 − a3
b2 = a2 − a3
b3 = a3

Ejercicio 13. — Sea B1 = {v1, ..., vn} una base ordenada de un espacio vec-

torial V de dimensión n. Considere la nueva base ordenada de V dada por

B2 = {v2, v1, v3..., vn}. ¿Cómo se relacionan los vectores de coordenadas de

un mismo vector v ∈ V ?

De manera más general, si permutamos los vectores de B1 para obtener una

nueva base ordenada, entonces ¿Cómo se relacionan los vectores de coordenadas

de un mismo vector v ∈ V ?

7.2. Coordenadas y cambios de base

Hemos visto en el ejemplo anterior que el vector de coordenadas de un mismo
vector puede variar si cambiamos nuestra base ordenada.

Supongamos que tenemos dos bases ordenadas del espacio vectorial V , diga-
mos

B1 = {v1, ..., vn}
B2 = {w1, ..., wn}

Consideremos el vector de coordenadas de vj en la base B2, digamos



λ1j
λ2j

...
λnj




Consideremos la matriz

M(I,B1,B2) =




λ11 λ12 · · · λ1n
λ21 λ22 · · · λ2n

...
...

...
...

λn1 λn2 · · · λnn
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Definición 7.2.1. — La matriz M(I,B1,B2) es llamada la matriz de cambio de
base de la base B1 a la base B2.

Si v ∈ V , entonces tenemos su vector de coordenadas respecto a la base B1,
digamos

x =




x1
x2
...
xn




y su vector de coordenadas respecto a la base B2, digamos

y =




y1
y2
...
yn




Ya que

v =

n∑

j=1

xjvj =

n∑

j=1

xj(λ1jw1 + · · ·+ λnjwn) =

=

n∑

k=1

(λk1x1 + λk2x2 + · · · + λknxn)wk

obtenemos la igualdad matricial

M(I,B1,B2)x = y

que nos da la relación entre los dos vectores coordenadas del mismo vector v ∈ V .

Teorema 7.2.2. — Sean B1 y B2 dos bases del mismo espacio vectorial V , de

dimensión finita. Entonces, para cada v ∈ V vale la igualdad

M(I,B1,B2)x = y

donde x es el vector de coordenadas de v en la base B1 e y es el vector de coor-

denadas de v en la base B2.

Ejemplo 7.2.3. — Sea K un cuerpo y consideremos el espacio vectorial K3[x].
Considremos las bases

B1 = {v1 = 1, v2 = x, v3 = x2, v4 = x3}

B2 = {w1 = 1, w2 = x,w3 = 1 + x2, w4 = x+ x2 + x3}
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Tenemos que

M(I,B1,B2) =




1 0 −1 1

0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 1




M(I,B2,B1) =




1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1




Observemos que

M(I,B2,B1) =M(I,B1,B2)−1

Teorema 7.2.4. — Si B1 y B2 son dos bases del mismo espacio vectorial V , de

dimensión finita, entonces

M(I,B2,B1) =M(I,B1,B2)−1

Demonstración. — Basta con observar que para todo vector x ∈ M(n × 1;K),
donde n = dimKV , debe ocurrir que

M(I,B2,B1)M(I,B1,B2)x = x

como consecuencia del hecho que el vector coordenadas está únicamente deter-
minado por el vector y la base ordenada. Luego

M(I,B2,B1)M(I,B1,B2) = In

De manera similar podemos obtener que

M(I,B1,B2)M(I,B2,B1) = In

Corolario 7.2.5. — La matriz de cambio de base es una matriz invertible ; su

inversa siendo la matriz de cambio de base en el orden inverso.
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7.3. Problemas

1.- Sea S un conjunto de generadores de un espacio vectorial V . Verificar que
siempre es posible encontrar una base B ⊂ S de V .

2.- ¿Es posible extraer una base de M(3 × 1;R) del conjunto

S =








1

−1
2


 ,



−1
0

3


 ,




0

−1
5


 ,




3

−2
2





?

3.- Buscar una base del espacio vectorial

{(x, y, z) ∈ R3 : x+ y = 0}
4.- ¿Puede ser Q5 ser generado por 3 vectores ?
5.- Sea B1 = {v1, v2, v3} una base de un espacio vectorial V . Considere la

base B2 = {v3, v2, v1}. Calcular M(I,B1,B2).
6.- Sea la base de R3 dada por B = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}. Calcular el

vector de coordenadas de (1, 2, 3).
7.- Sean

B1 = {(1, 2, 2, 1), (1, 0, 2, 0), (2, 0, 4,−3)}
B2 = {(0, 2, 0, 1), (2, 1, 4,−1), (1, 2, 2, 4)}

Verificar que ellos son dos bases del mismo subespacio vectorial de R4

y calcular M(I,B1,B2).
8.- Determinar si

{(1, 3,−7), (2,−1, 0), (3,−1,−1), (4,−3, 2)}
y

{(1,−1, 1), (1, 1,−3), (1, 2,−5)}
generan el mismo subespacio de R3.

9.- ¿Para qué valores de k ∈ R se tiene que

{(3 − k,−1, 0), (−1, 2 − k,−1), (0,−1, 3 − k)}
genera un subespacio de dimensión 2 ?

10.- Determinar una base del suespacio de R4 siguiente

{(x, y, z, w) ∈ R4 : x+ y = z + w}
11.- Considere el suespacio de M(n × n;Q) dado por

W = {A ∈M(n× n;Q) : TrA = 0}
donde “Tr" denota la traza. Calcular una base de W . ¿Existe alguna dife-
rencia si cambiamos Q por cualquier otro cuerpo ? (Recuerde la caracterís-
tica de un cuerpo).



CAPÍTULO 8

TRANSFORMACIONES LINEALES

Muchos problemas de la vida cotidiana involucran transformaciones : tenemos
datos de entrada, los cuales son transformados en datos de salida. Por ejemplo,
datos de entrada pueden ser condiciones laborales y los datos de de salida ser
productividad. En varios de estos problemas las transformaciones son “lineales"
(suma de datos nos entrega suma de resultados y amplificación de datos produ-
cen amplificación de resultado por el mismo factor). Un estudiante de ingeniería
civil Matemática debería intentar deducir propiedades de las transformaciones re-
levantes y aprender sobre las propiedades de las estructuras que se están mode-
lando.

8.1. Transformaciones lineales

Definición 8.1.1. — Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K . Una función

L : V →W

es llamada una transformación lineal si se satisfacen las siguientes dos propie-
dades :

L(v1 + v2) = L(v1) + L(v2)

L(λv) = λL(v)

para todo v, v1, v2 ∈ V y todo λ ∈ K .
Denotaremos por L(V,W ) al conjunto de todas las transformaciones lineales

de V en W .

Observación 8.1.2. — Una definición más general es la siguiente : Sean V un
espacio vectorial sobre un cuerpo K y W un espacio vectorial sobre un cuerpo
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L. Una función L : V → W es llamada un morfismo lineal si existe un homo-
morfismo de cuerpos f : K → L de manera que se satisfacen las siguientes dos
propiedades :

L(v1 + v2) = L(v1) + L(v2)

L(λv) = f(λ)L(v)

para todo v, v1, v2 ∈ V y todo λ ∈ K . Nosotros no estaremos involucrados con
estos morfismos lineales.

Observación 8.1.3. — Sea V = C. Entonces V es un espacio vectorial sobre R

y también sobre C. Sea J : C→ C : a+ ib 7→ a− ib la conjugación. Se tiene que
J es lineal cuando vemos V como espacio vectorial real, pero no es lineal cuando
lo vemos como un espacio vectorial complejo. Esta observación nos dice que la
noción de transformación lineal está muy ligada al cuerpo K en uso y hay que
tener ciudado con esto.

Ejemplo 8.1.4. — Sea W < V , donde V es algún espacio vectorial sobre un
cuerpo K . Anteriormente habíamos definido el espacio vectorial cociente V/W
como el conjunto de las clases de equivalencia [v] de vectores v ∈ V y la proyec-
ción natural π : V → V/W : v 7→ [v]. Se tiene que las operaciones de suma
y amplificación que dimos a V/W hacen de la proyección π una transformación
lineal sobreyectiva.

Ejemplo 8.1.5. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y supongamos
que dimKV = n. Sean

B1 = {v1, ..., vn}
B2 = {w1, ..., wn}

dos bases de V . La función

QB1,B2
: V → V : v =

n∑

j=1

xjvj 7→
n∑

j=1

xjwj

resulta ser una transformación lineal.

Ejemplo 8.1.6. — Sea Z ∈M(p × q;K), donde K es algún cuerpo. La función

TZ : Kq → Kp : (x1, ..., xq) 7→ (y1, ..., yp)
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donde 


y1
y2
...
yp


 = Z




x1
x2
...
xp




es una transformación lineal.

Ejemplo 8.1.7. — Sea K un cuerpo. La función de desplazamiento

S : KN → KN : (x1, x2, ....) 7→ (x2, x3, ....)

es una transformación lineal.

Teorema 8.1.8. — La composición de transformaciones lineales es una transfor-

mación lineal.

Definición 8.1.9. — Sea L : V →W una transformación lineal. Entonces :
(i) el núcleo de L es dado por

Ker(L) = {v ∈ V : L(v) = 0W }
(ii) la imagen de L es dado por

Im(L) = {L(v) ∈W : v ∈ V }
(iii) el rango de L : V →W es

rango(L) = dimKIm(L)

Teorema 8.1.10. — Sea L : V →W una transformación lineal. Entonces :

(i) Ker(L) < V .

(ii) Im(L) < W .

(iii) Kr(L) = {0V } ⇐⇒ L es inyectiva.

(iv) Im(L) =W ⇐⇒ L es sobreyectiva.

(v) SiL es biyectiva, entonces L−1 :W → V es una transformación lineal. En

este caso diremos que L es un isomorfismo y que los espacios vectoriales

V y W son isomorfos lo cual denotaremos por V ∼=W .

(vi) Sea πL : V → V/Ker(L) la proyección natural al espacio cociente de V

por el subespacio Ker(L). Entonces existe una y sólo una transformación

lineal L̂ : V/Ker(L) → W tal que L̂ ◦ πL = L. En particular, Im(L) =

Im(L̂).
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Ejemplo 8.1.11. — Si W < V y π : V → V/W : v 7→ [v], entonces

Ker(π) =W

Im(π) = V/W

Ejemplo 8.1.12. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y supongamos
que dimKV = n. Sean

B1 = {v1, ..., vn}
B2 = {w1, ..., wn}

dos bases de V . La transformación lineal

QB1,B2
: V → V : v =

n∑

j=1

xjvj 7→
n∑

j=1

xjwj

resulta ser un isomorfismo lineal.

Definición 8.1.13. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . Todo iso-
morfismo de V en si mismo es llamado un automorfismo lineal de V . El conjunto
de todos los automorfismos lineales de V es denotado por GL(V ).

Ejemplo 8.1.14 (Sistemas lineales). — SeaZ ∈M(p×q;K), dondeK es algún
cuerpo y consideremos la transformación lineal

TZ : Kq → Kp : (x1, ..., xq) 7→ (y1, ..., yp)

donde 


y1
y2
...
yp


 = Z




x1
x2
...
xp




Entonces :

Ker(TZ) =




(x1, ..., xn) ∈ Kq : x =




x1
x2
...
xp


 satisface la ecuación lineal Zx = 0





Así, si queremos buscar las soluciones de Zx = b, alguna b ∈ M(p × 1;K),
entonces basta con encontrar una solución particular x0 ∈M(q × 1 : K) y luego
sumarle a x0 un vector cualquiera x ∈ Ker(TZ).
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Ejemplo 8.1.15 (Ecuaciones diferenciales lineales). — Sea a0, a1, ..., ar ∈
C(0[a, b] y consideremos la función

D : C(r)[a, b]→ C(0[a, b] : y 7→ ar(x)
dry

dxr
+ar−1(x)

dr−1y

dxr−1
+· · ·+a1(x)

dy

dx
+a0(x)y

La lineabilidad del operador
d

dx
nos asegura que D es una transformación li-

neal. En este caso,

Ker(D) = { soluciones de la ecuación diferencial lineal Dy = 0}
En un curso básico de ecuaciones diferenciales lineales se ve que la dimensión

de Ker(D) es r (observe que la dimensión de C(r)[a, b] es infinita).

Ejemplo 8.1.16 (Transformada de Laplace). — Sea M > 0, α ∈ R dados.
Consideremos

V = {{f : [0,+∞)→ R : f es integrable en [0,+∞) y |f(x)| ≤Meαx}
Entonces V es un espacio vectorial sobre R. Si denotamos por F(α,+∞) al

espacio vectorial sobre R formado de las funciones reales definidas en (α,+∞),
entonces la función (transformada de Laplace)

L : V → F(α,+∞) : f(x) 7→ L[f [x]]
donde

L[f [x]](µ) =
∫ +∞

0
f(x)e−µx dx

es una transformación lineal.

Teorema 8.1.17. — Sea V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K y L :

V → W una transformación lineal. Si dimKV <∞, entonces

dimKV = dimKKer(L) + dimKIm(L)

Demonstración. — Si L = 0, entonces estamos listos. Supongamos que L 6= 0.
Como Ker(L) < V y V tiene dimensión finita, digamos dimKV = n, entonces
dimKKer(L) = m ≤ n. Como L 6= 0, m < n. Consideremos una base de
Ker(L), digamos

S = {v1, ..., vm}
Ahora completamos S a una base de V , digamos

B = {v1, ..., vm, vm+1, ..., vn}
Es claro que Im(L) es generado por el subconjunto

L(B) = {L(vm+1), ..., L(vn)}
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L(B) es un conjunto es linealmente independiente. Supongamos que hay esca-
lares λm+1, ..., λn ∈ K tales que

λm+1L(vm+1) + · · · + λnL(vn)︸ ︷︷ ︸
L(λm+1vm+1+···+λnvn)

= 0W

En particular

λm+1vm+1 + · · · + λnvn ∈ Ker(L)
De esta manera, como S es base de Ker(L), existen escalares λ1, ..., λm ∈ K

de manera que

λm+1vm+1 + · · ·+ λnvn = λ1v1 + · · ·+ λmvm

equivalentemente

−λ1v1 − · · · − λmvm + λm+1vm+1 + · · · + λnvn = 0V

Como B es un conjunto linealmente independiente, debemos tener que λj = 0

para todo valor de j, obteniendo en particular queL(B) es un conjunto linealmente
independiente.

Ahora tenemos que L(B) es una base de Im(L), con lo cual obtenemos nuestro
resultado.

Teorema 8.1.18. — Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K y que

dimKV = n. Entonces

V ∼=W ⇐⇒ dimKV = dimKW

Demonstración. — Si V ∼=W , entonces existe un isomorfismo L : V →W . En
este caso tenemos que Ker(L) = {0V } y Im(L) = W . Luego el resultado es
consecuencia de la proposición 8.1.17.

Recíprocamente, supongamos que tenemos que dimKV = dimKW . Sean

BV = {v1, ..., vn} y BW = {w1, ..., wn}
bases de V y W , respectivamente. Definamos la función

L : V → W :
n∑

j=1

xjvj 7→
n∑

j=1

xjwj

Se tiene que L es lineal, Ker(L) = {0V } como consecuencia de la indepen-
dencia lineal de BW y Im(L) =W como consecuencia del hecho que BW genera
W .
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Corolario 8.1.19. — Si V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre un

cuerpo K , entonces

V ∼= KdimKV ∼=M(dimKV × 1;K)

Observación 8.1.20. — Si V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre un
cuerpo K , entonces un isomorfismo entre V yM(dimKV ×1;K) se puede dar de
la siguiente manera. Escojamos una base B = {v1, ..., vdimKV }. El isomorfismo
buscado es dado por la función que asigna a cada vector v ∈ V su vector de
coordenadas en tal base

LB : V →M(n× 1;K) : v =
n∑

j=1

xjvj 7→




x1
x2
...
xn


 , n = dimKV

Usaremos este isomorfismo de manera frecuente en el futuro.

El siguiente concepto de subespacios invariantes será de utilidad en el futuro.

Definición 8.1.21. — Supongamos que tenemos una transformación lineal L :

V → V y W < V un subespacio de V . Diremos que W es invariante por L si
L(W ) < W .

8.2. El espacio L(V,W )

Si V yW son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K , entonces tenemos
el conjunto L(V,W ), formado de todas las transformaciones lineales de V en W .

Teorema 8.2.1. — L(V,W ) es un espacio vectorial sobre K .

Demonstración. — Ya que L(V,W ) es un subconjunto no vacío del espacio vec-
torial de las funciones de V en W , basta verificar que este es de hecho un subes-
pacio vectorial.

Si L1, L2 ∈ L(V,W ) y λ ∈ K , entonces para todo par de vectores v,w ∈ V y
todo escalar α ∈ K vale que

(L1 + λL2)(v + αw) = L1(v) + αL1(w) + λL2(v) + λαL2(w) =

= (L1 + λL2)(v) + α(L1 + λL2)(w)

de donde vemos que L1 + λL2 ∈ L(V,W ).
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Teorema 8.2.2. — Si además dimKV <∞ y dimKW <∞, entonces

dimKL(V,W ) = (dimKV )(dimKW )

Demonstración. — SeanBV = {v1, ..., vn} una base de V yBW = {w1, ..., wm}
una base W . Por cada i ∈ {1, ..., n} y cada j ∈ {1, ...,m}, consideramos la
transformación lineal

πij : V →W :
n∑

k=1

xkvk 7→ xiwj

No es dificil ver que

{πij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}
es una base de L(V,W ).

8.3. Problemas

1.- Sea K un cuerpo, q, p ∈ {1, 2, 3, ...}. Verificar que todas las transfor-
maciones lineales L : Kq → Kp son de la forma TZ para alguna Z ∈
M(p× q;K).

2.- Demostrar el Teorema 8.1.8.
3.- Demostrar el Teorema 8.1.10.
4.- Sea V un espacio vectorial. Verificar que con la regla de composición

GL(V ) es un grupo.
5.- Determinar todos los automorfismos lineales de Kn.
6.- Considere la función

L : C(0)(R)→ C(0)(R) : f(x) 7→ L(f)(x) =

∫ x

0
f(t) dt

(i) Ver que L es una transformación lineal.
(ii) Ker(L) = {0}.
(iii) Im(L) = C(1)(R). Concluir que L no es un isomorfismo.
(iv) L : C(0)(R) → C(1)(R) es un isomorfismo. En particular, tenemos

una biyección entre las funciones reales continuas y las derivables.
7.- Sea f : Ω ⊂ Rn → Rm una función diferenciables en el punto p ∈ Ω,

donde Ω es un abierto de Rn. La diferencial

Df(p) : Rn → Rm

es una transformación lineal. Interpretar geométricamente Ker(Df(p)) y
Im(Df(p)).
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8.- Verificar que siK es un cuerpo finito, entonces este debe tener cardinalidad
pn para cierto p primo y cierto entero positivo n. [Indicación : Sea p la
característica de K , el cual es un número primo. Se tiene que Zp es un
subcuerpo de K . Miremos a K como un espacio vectorial sobre el cuerpo
Zp. Sea {v1, ..., vn} una base para K como espacio vectorial sobre Zp.
Entonces tenemos que K es isomorfo al espacio vectorial Zn

p . ]
9.- Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K (que puede tener di-

mensión infinita). Consideremos una base (indexada) de V

B = {vj}j∈J
Por cada vector v ∈ V existen únicos escalares xvj ∈ K , de manera que

sólo para un número finito de índices j ∈ J se tiene xvj 6= 0 y vale que

v =
∑

j∈J

xvjvj

Sea KJ el espacio vectorial sobre K formado de todas las funciones
f : J → K . En KJ consideramos el subespacio vectorial KJ

0 formado de
aquellas f ∈ KJ con la propiedad que f(j) = 0 con la posible excepción
de un número finito de índices de J . Sea

F : V → KJ
0 : v =

∑

j∈J

xvjvj 7→ fv

donde
fv : J → K : j 7→ xvj

Verificar que F es un isomorfismo de espacios vectoriales. Comparar con
el caso de dimensión finita.

10.- Demostrar el Teorema 8.2.2.





CAPÍTULO 9

UNA RELACIÓN ENTRE ESPACIOS VECTORIALES
REALES Y COMPLEJOS

En este capítulo veremos algumas relaciones existentes entre el mundo de los
espacios vectoriales reales y el mundo de los espacios vectoriales complejos.

9.1. Estructuras complejas

Consideremos un espacio vectorial V sobre el cuerpo de los números comple-
jos C. Sabemos que V es también un espacio vectorial sobre el cuerpo de los
números reales R ; denotemos por VR a tal estructura real. Observemos que VR
como conjunto es igual a V y las operacionón de suma es la misma. Pero en VR
sólo amplificamos por números reales, de la misma manera como lo hacemos en
V . Si v ∈ VR, entonces v ∈ V y luego iv ∈ V . Denotamos el vector iv en VR
como J(v). Luego, la amplificación por i ∈ C induce una función

J : VR → VR : v 7→ J(v) = iv

Teorema 9.1.1. —
(i) J es un automorfismo lineal de VR.

(ii) J ◦ J = −I .

Definición 9.1.2. — Sea VR un espacio vectorial real. Un automorfismo lineal
J ∈ GL(VR) tal que J ◦ J = −I es llamado una estructura compleja en VR.

Como consecuencia de todo lo anterior, todo espacio vectorial complejo induce
un espacio vectorial real con una estructura compleja.

Recíprocamente, supongamos que tenemos un espacio vectorial real W con
una estructura compleja J ∈ GL(W ). Entonces usando la amplificación

(a+ ib)v := av + bJ(v)
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para todo v ∈ W y todo a + ib ∈ C y usando la misma suma que ya tiene W
permite inducir sobre W una estructura de espacio vectorial complejo, denotado
por WC de manera que W =WC

R .

Ejercicio 14. — Detallar lo anterior.

De esta manera, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 9.1.3. — Trabajar con espacios vectoriales complejos es lo mismo que

trabajar con espacios vectoriales reales con una estructura compleja.

Ejemplo 9.1.4. — Consideremos el espacio vectorial real R2 con la estructura
compleja

J(x, y) = (−y, x)
En este caso la amplificación por un número complejo será dado por

(a+ ib)(x, y) = a(x, y) + b(−y, x) = (ax− by, ay + bx)

Si (R2, J) es este espacio vectorial complejo y consideramos la función

L : (R2, J)→ C : (x, y) 7→ x+ iy

entonces L es un isomorfismo entre espacios vectoriales complejos.

9.2. Complexificación de espacios vectoriales reales

Consideremos un espacio vectorial real V y tomemos el producto cruz

V × V
con las siguiente operaciones de suma

(v1, v2) + (w1, w2) = (v1 + w1, v2 +w2)

y amplificación por números complejos

(a+ ib)(v1, v2) = (av1, av2) + b(−v2, v1) = (av1 − bv2, av2 + bv1)

Teorema 9.2.1. — La suma y amplificación por números complejos arriba defi-

nida hace de V × V de un espacio vectorial complejo VC, llamado la complexifi-

cación de V .
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Ejemplo 9.2.2. — Sea V = R. En este caso tenemos que V × V = R2. En este
caso la suma es

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2)

y la amplificación por números complejos es

(a+ ib)(x, y) = (ax− by, ay + bx)

De esta manera, volvemos a tener que el espacio vectorial complejo obtenido
como la complexificación del espacio vectorial real R, es decir RC, es isomorfo
al espacio vectorial complejo C.

9.3. Complexificación y estructuras reales

Supongamos ahora que tenemos un espacio vectorial real con estructura com-
pleja, digamos (V, J). Ya hemos visto que la estructura compleja J ∈ GL(V )

permite dotar a V de una estructura de espacio vectorial complejo V C. Tenemos,
por la sección anterior, la complexificación VC de V . Lo que haremos es relacionar
estos dos espacios vectoriales complejos. Consideremos

V 1,0
C = {(u, v) ∈ VC : (J(u), J(v)) = i(u, v)}

= {(u, v) ∈ VC : (J(u), J(v)) = (−v, u)}
= {(u, v) ∈ VC : J(u) = −v}

V 0,1
C = {(u, v) ∈ VC : (J(u), J(v)) = −i(u, v)}

= {(u, v) ∈ VC : (J(u), J(v)) = (v,−u)}
= {(u, v) ∈ VC : J(u) = v}

Por otro lado, para cada (u, v) ∈ VC tenemos que

(u, v) =
1

2
((u+ J(v), v − J(u))
︸ ︷︷ ︸

∈V 1,0
C

+
1

2
(u− J(v), v + J(u))
︸ ︷︷ ︸

∈V 0,1
C

y tenemos que

V 1,0
C ∩ V 0,1

C = {0VC
}

Consideremos las funciones

φ1,0 : V
C → V 1,0

C : u 7→ (u,−J(u))

φ0,1 : V
C → V 0,1

C : u 7→ (u, J(u))

Ahora tenemos que los espacios vectoriales complejos V 1,0
C y V 0,1

C son isomor-
fos como espacios vectoriales complejos al espacio vectorial complejo (V C. Esto
nos dice como se relacionan V C y VC : VC es suma directa de dos copias isomorfas
de V C.
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Ejemplo 9.3.1. — Consideremos el espacio vectorial real con estructura com-
pleja (V = R2, J(x, y) = (−y, x)). En este caso, la estructura compleja J induce
en V = R2 la estructura de espacio vectorial complejo V C isomorfa a C ; el iso-
morfismo dado por

(a, b) ∈ V C → a+ ib ∈ C

La complexificación de V es en este caso

VC = R2 × R2

donde la amplificación por i es dada por

i((a, b), (c, d)) = ((−c,−d), (a, b))

Podemos identificar ((a, b), (c, d) ∈ VC con (a+ ib, c+ id) ∈ C2, siendo esta
identificación un isomorfismo de espacios vectoriales complejos.

En este caso tenemos que

V 1,0
C = {((a, b), (b,−a)) : (a, b) ∈ R2}

y usando el isomorfismo anterior, podemos identificar este último subespacio vec-
torial con el subespacio vectorial de C2 dado por

V 1,0
C = {(a+ ib, b− ia) : a+ ib ∈ C}

También tenemos que

φ1,0 : V
C → V 1,0

C : (a, b) 7→ ((a, b), (b,−a))

ó usando los isomorfismos anteriores

φ1,0 : C→ V 1,0
C : a+ ib 7→ (a+ ib, b− ia)

9.4. Problemas

1.- Demostrar el Teorema 9.1.1.
2.- Demostrar el Teorema 9.2.1.
3.- Verificar que Rn

C es isomorfo a Cn.
4.- Verificar que V 1,0

C y V 0,1
C son ambos subespacios vectoriales complejos de

VC.
5.- Verificar que existe un isomorfismo de espacios vectoriales complejos entre

VC y el espacio vectorial producto V 1,0
C ⊕ V 0,1

C .
6.- Verificar que φ1,0 y φ0,1 son isomorfismos de espacios vectoriales comple-

jos.
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7.- Sea V un espacio vectorial complejo y sean VR el espacio vectorial real
subyacente y J ∈ GL(VR) la estructura compleja inducida por la multipli-
cación por i. Sea W < VR un subespacio vectorial real y sea WC el espacio
vectorial complejo obtenido al complexificar W . Considere las inclusiones

jW : W →֒WC : w 7→ (w, 0)

jW :WC →֒ (VR)C

Ahora consideremos la descomposición

(VR)C = (VR)
1,0
C ⊕ (VR)

0,1
C

para escribir cada vector u ∈ (VR)C de manera única como

u = u1,0 ⊕ u0,1
donde u1,0 ∈ (VR)

1,0
C y u0,1 ∈ (VR)

0,1
C .

Sean

π1,0 : (VR)C → (VR)
1,0
C : u1,0 ⊕ u0,1 7→ u1,0

el isomorfismo φ−1
1,0 : (VR)

1,0
C → V = (VR)

C, y la transformación lineal
compleja

φW = φ−1
1,0 ◦ π1,0 ◦ jW : WC → V

Verifique que
(i) φW es inyectiva ⇐⇒ W ∩ J(W ) = {0V }.
(ii) dimRW = dimCV =⇒ dimCWC = dimCV y luego φW es un iso-

morfismo.
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ESPACIOS DUALES

10.1. El espacio L(V,K)

Cada vez que tenemos un espacio vectorial V sobre un cuerpo K , tenemos
el espacio vectorial L(V,K) formado de todas funciones lineales f : V → K

(recuerde que K es un espacio vectorial sobre K).

Definición 10.1.1. — El espacio vectorial V ∗ = L(V,K) es llamado el espacio
dual de V .

Si tenemos que dimKV = n, entonces, por lo visto anteriormente, dimKV
∗ =

dimKV .

Teorema 10.1.2. — Si V es un espacio vectorial de dimensión finita, entonces

V ∼= V ∗.

En caso de espacios vectoriales de dimensión infinita la proposición anterior es
falsa.

Ejercicio 15. — Consideremos el espacio vectorial QN de las sucesiones en Q.

Sea V < QN el subespacio vectorial formado de aquellas sucesiones en Q con

sólo un número finito de coordenadas diferentes de cero.

(i) Verificar que dimQV =∞.

(ii) Verificar que V no es isomorfo a QN (vea que V es numerable y que QN

no lo es). De hecho vea que una base para V es dada por B = {ej :

j = 1, 2, 3, ...}, donde ej tiene su coordenada j-ésima igual a 1 y todas las

demas igual a 0.
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(iii) Por cada x = (x1, x2, ....) ∈ QN verifique que la siguiente función es

lineal

Qx : V → Q : v = (v1, v2, ....) 7→
∞∑

j=1

xjvj

(iv) Verificar que la función

Φ : V →W ∗ : x 7→ Qx

es un isomorfismo (vea que toda transformación lineal en V ∗ es de la forma

Qx algún x ∈ QN).

10.2. Bases duales

Consideremos un espacio vectorial V sobre el cuerpo K de dimensión finita
dimKV = n. Si escogemos una base de V , digamos

B = {v1, ..., vn}

entonces podemos construir las transformaciones lineales

v∗j : V → K :
n∑

k=1

xkvk 7→ xj , j = 1, ..., n.

Teorema 10.2.1. — Si V es un espacio vectorial de dimensión finita n, y B =

{v1, ..., vn} es una base de V , entonces el conjunto B∗ = {v∗1 , ..., v∗n} es una base

para V ∗ que satisface

v∗j (vi) =

{
0 j 6= i

1 j = i

Definición 10.2.2. — La base B∗ de la proposición anterior es llamada la base
dual de la base B.

Demonstración. — El valor de v∗j (vi) es claramente lo indicado por la defini-
ción de v∗j . Veamos que el conjunto B∗ es un conjunto linealmente independiente.
Supongamos escalares λ1, ..., λn ∈ K tales que

φ = λ1v
∗
1 + · · · + λnv

∗
n = 0V ∗

Como 0 = φ(vj) = λj , para cada j = 1, ..., n, entonces estamos listos. Ahora
necesitamos ver que B∗ genera V ∗. Sea ψ ∈ V ∗. En este caso tenemos que para
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v =
∑n

j=1 xjvj , tenemos que si ψ(vj) = αj , entonces

ψ(v) =

n∑

j=1

xjαj =

n∑

j=1

αjv
∗
j (v)

es decir que

ψ =

n∑

j=1

αjv
∗
j

10.3. Espacios duales

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y V ∗ = L(V,K) su espacio
dual. Consideremos el espacio vectorial V ∗ ⊕ V y la función

<,>: V ∗ ⊕ V → K : (φ, v) 7→< φ, v >= φ(v)

Tenemos que la función <,> es en cada coordenada una función lineal en el
correspondiente espacio. Además tenemos que

NV ∗ = {φ ∈ V ∗ :< φ, v >= 0 ∀v ∈ V } = {0V ∗}
Por otro lado, si además dimKV < ∞, entonces la existencia de bases duales

nos permite asegurar que

NV = {v ∈ V :< φ, v >= 0 ∀φ ∈ V ∗} = {0V }

Ejercicio 16. — Verificar las anteriores. Dar un ejemplo de un espacio vectorial

V de dimensión infinita de manera que NV 6= {0V }.

Definición 10.3.1. — Consideremos dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K , diagamos V y W . Una dualidad entre W y V es una función

<,>:W ⊕ V → K : (w, v) 7→< w, v >

que satisface las siguientes propiedades :
(i) <,> es lineal en cada una de las dos coordenadas (es decir, <,> es una

función bilineal) ;
(ii) <,> no es degenerada, es decir

NW = {w ∈W :< w, v >= 0 ∀v ∈ V } = {0W }
NV = {v ∈ V :< w, v >= 0 ∀w ∈W} = {0V }

En tal caso diremos que W y V son espacios duales.
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Ejemplo 10.3.2. —
1.- Si V es un espacio vectorial de dimensión finita, entonces V ∗ y V son

duales y la dualidad <,> es la dada anteriormente.
2.- Sea K un cuerpo. Entonces

<,>: K ⊕K → K : (x, y) 7→< x, y >= xy

es una dualidad.
3.- Sea K ⊂ R un subcuerpo de R. Entonces

<,>: Kn⊕Kn → K : ((x1, ..., xn), (y1, ...., yn)) 7→< (x1, ..., xn), (y1, ...., yn) >=

n∑

j=1

xjyj

es una dualidad.
4.- La función

<,>: Cn⊕Cn → C : ((x1, ..., xn), (y1, ...., yn)) 7→< (x1, ..., xn), (y1, ...., yn) >=

n∑

j=1

xjyj

no es una dualidad, pero la función

<,>: Cn⊕Cn → C : ((x1, ..., xn), (y1, ...., yn)) 7→< (x1, ..., xn), (y1, ...., yn) >=

n∑

j=1

xjyj

si es una dualidad.

Definición 10.3.3. — Sean V y W espacios vectoriales duales con dualidad

<,>:W ⊕ V → K : (w, v) 7→< w, v >

(i) Diremos que los vectores v ∈ V yw ∈W son ortogonales si< w, v >= 0.
(ii) Si A < W , entonces su espacio ortogonal es

A⊥ = {v ∈ V :< a, v >= 0 ∀a ∈ A}
(iii) Si B < V , entonces su espacio ortogonales

B⊥ = {w ∈W :< w, b >= 0 ∀b ∈ B}

Ejercicio 17. — Si W y W son duales, A < W y B < V , entonces

W⊥ = NV = {0V }
V ⊥ = NW = {0W }

A < (A⊥)⊥

B < (B⊥)⊥

Si dimKV <∞, entonces

A = (A⊥)⊥
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B = (B⊥)⊥

10.4. Teorema de representación de Riez

Supongamos que tenemos una dualidad

<,>:W ⊕ V → K : (w, v) 7→< w, v >

entre los espacios vectoriales W y V (ambos sobre el cuerpo K). Para cada w ∈
W tenemos la función lineal

Lw : V → K : v 7→ Lw(v) =< w, v >

y luego tenemos una función

L : W → V ∗ : w 7→ L(w) = Lw

El hecho que <,> sea lineal en la coordenada W nos dice que L es una trans-
formación lineal. El hecho que NW = {0W } nos dice que L es inyectiva. En
efecto, supongamos que existen w1, w2 ∈ W tales que Lw1

= Lw2
. Entonces

para cada v ∈ V tenemos que

< w1, v >=< w2, v >

y usando la lineabilidad en la primera coordenada, esto es equivalente a tener

< w1 − w2, v >= 0 ∀v ∈ V
de donde vemos que w1 − w2 ∈ NW = {0W }. Podemos proceder de la misma
manera para todo v ∈ V definir la función lineal

Rv :W → K : w 7→ Rv(w) =< w, v >

y la transformación lineal inyectiva

R : V → W ∗ : w 7→ R(v) = Rv

Si tenemos que dimKV = n < ∞, entonces la inyectividad de la transforma-
ción L nos dice que dimKW = m ≤ dimKV

∗ = dimKV = n, en particular
queW tiene dimensión finita. Ahora, la inyectividad de la transformación lineal R
nos dice que dimKV = n ≤ dimKW

∗ = dimKW = m. En conlusión n = m.

Teorema 10.4.1 (Teorema de representación de Riez). —
Sean V y W espacios vectoriales duales con dualidad

<,>:W ⊕ V → K : (w, v) 7→< w, v >

Si dimKV <∞, entonces :

(i) V ∼=W ;
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(ii) las transformaciones lineales

L :W → V ∗ : w 7→ L(w) = Lw =< w, · >

R : V →W ∗ : v 7→ R(v) = Rv =< ·, v >
son isomorfismos. En particular, para toda φ ∈ V ∗ existe un único w ∈W
tal que φ =< w, · > y para toda ψ ∈ W ∗ existe un único v ∈ V tal que

ψ =< ·, v >.

Observación 10.4.2. — Más adelante cuando veamos espacios vectoriales reales
con productos interiores (no-degenerados) el producto interior inducirá una duali-
dad del espacio vectorial consigo mismo. Así, en caso de dimensión finita tendre-
mos que el teorema de representación de Riez nos dará la manera de representar
todas las funciones lineales por un vector del espacio vectorial real.

10.5. Dualidad y transformaciones lineales

Consideremos V y W espacios vectoriales duales con dualidad

<,>:W ⊕ V → K : (w, v) 7→< w, v >

y U y Z espacios vectoriales duales con dualidad

<,>0: U ⊕ Z → K : (u, z) 7→< u, z >0

Supongamos que tenemos una transformación lineal

T : V → Z

Definición 10.5.1. — Una transformación lineal T ∗ : U → W que satisface la
igualdad

< u, T (v) >0=< T ∗(u), v >, ∀u ∈ U, v ∈ V
es llamada dual de T .

Ejemplo 10.5.2. — Sean V y Z espacios vectoriales sobre el cuerpo K . Si consi-
deramos W = V ∗ y U = Z∗, entonces tenemos las dualidades

<,>: V ∗ ⊕ V : (φ, v) 7→< φ, v >= φ(v)

<,>0: Z
∗ ⊕ Z : (ψ, z) 7→< ψ, z >0= ψ(z)

Sea T : V → Z una transfortmación lineal. Entonces la función

T ∗ : Z∗ → V ∗ : ψ 7→ ψ ◦ T
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No es dificil ver que T ∗ es una transformación lineal. Además, como

< ψ, T (v) >0= φ ◦ T (v) =< ψ ◦ T, v >=< T ∗(ψ), v >

obtenemos que T ∗ y G son duales.

Teorema 10.5.3. — Sean V y W espacios vectoriales duales con dualidad

<,>:W ⊕ V → K : (w, v) 7→< w, v >

y U y Z espacios vectoriales duales con dualidad

<,>0: U ⊕ Z → K : (u, z) 7→< u, z >0

y supongamos que tenemos una transformación lineal

T : V → Z

(i) Si T ∗
1 y T ∗

2 son ambas duales a T , entonces T ∗
1 = T ∗

2 .

(ii) Si T y T ∗ son duales, entonces

Ker(T ∗) = (Im(T ))⊥

Ker(T ) = (Im(T ∗))⊥

(iii) Si los espacios son de dimensión finita, entonces

Im(T ∗) = (Ker(T ))⊥

Im(T ) = (Ker(T ∗))⊥

Demonstración. — Veamos parte (i). Supongamos que tenemos transforma-
ciones lineales T ∗

1 y T ∗
2 , ambas duales a T . Entonces,

< T ∗
2 (u), v >=< u, T (v) >0=< T ∗

1 (u), v >, ∀u ∈ U, v ∈ V
Luego

< (T ∗
1 − T ∗

2 )(u), v >= 0, ∀u ∈ U, v ∈ V
Esto nos dice que (T ∗

1 − T ∗
2 )(u) ∈ NW = {0W } para todo u ∈ U , es decir,

T ∗
1 = T ∗

2 .

Veamos parte (ii). Sea u ∈ Ker(T ∗). Usando la igualdad

< u, T (v) >0=< T ∗(u), v >=< 0W , v >= 0∀v ∈ V
nos asegura u ∈ (Im(T ))⊥ y luego obtenemos la contensión

Ker(T ∗) ⊆ (Im(T ))⊥

Sea z ∈ (Im(T ))⊥. Si v ∈ V , entonces tenemos

0 =< z, T (v) >0=< T ∗(z), v >, ∀v ∈ V
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Esto nos dice que T ∗(z) ∈ NW = {0W }, es decir, z ∈ Ker(T ∗) y, en particu-
lar,

(Im(T ))⊥ ⊆ Ker(T ∗)

La otra igualdad se demuestra de la misma manera intercambiando los roles de
T y T ∗.

Veamos (iii). Como sabemos por (ii) que

Ker(T ∗) = (Im(T ))⊥

Ker(T ) = (Im(T ∗))⊥

y sabemos que en dimensión finita vale que (A⊥)⊥ = A, entonces estamos listos.

10.6. Problemas

1.- Sean

<,>1:W ⊕ V → K

<,>: U ⊕ Z → K

dualidades. Verificar que

<,>3: (W ⊕ U)⊕ (V ⊕ Z)→ K : (w + u, v + z) 7→< w, v >1 + < u, z >2

es una dualidad entre W ⊕ U y V ⊕ Z .
2.- Sea <,>: W ⊕ V → K una dualidad. Si A,B son ambos subespacios

vectoriales de V , entonces definimos

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

el cual es un subespacio de V . Verificar que

(A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥

3.- Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y defina

φ : V → (V ∗)∗ : v 7→ φ(v)

donde

φ(v) : V ∗ → K : f 7→ f(v)

Verificar que
(i) φ es una transformación lineal inyectiva y
(ii) φ es sobreyectiva sí y sólo si dimKV <∞.
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4.- Sea K un cuerpo y consideremos el espacio vectorial W = KN de las
sucesiones en K. Sea V < KN el subespacio vectorial formado de aquellas
sucesiones en K con sólo un número finito de coordenadas diferentes de
cero. Sea

<,>:W ⊕ V → K : ((x1, ....), (y1, .....)) 7→
∞∑

j=1

xjyj

(i) Verificar que <,> es una dualidad ;
(ii) Verificar que L : W → V ∗ : w 7→< w, · > es un isomorfismo.

5.- Sea <,>: W ⊕ V → K una dualidad con dimKV < ∞. Sea A < V y
B < W . Verificar la igualdad

dimK(A⊥ ∩B) + dimKA = dimK(A ∩B⊥) + dimKB

6.- Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y sea

<,>:W ⊕ V → K

una dualidad. Consideremos el isomorfismo R : W → V ∗ : w 7→ Rw =<

w, · >. Utilize R para definir bases duales entre bases de V y bases de W .
Compare con la noción de bases duales que vimos al comienzo del capítulo.

7.- Sea <,>:W ⊕ V → K una dualidad donde dimKV <∞ y sea T : V →
W una transformación lineal tal que

T ◦ φ = (φ∗)−1 ◦ T, ∀φ ∈ GL(V )

Verificar que T = 0 y concluir que no existe una transformación lineal
T : V →W que lleve una base de V en su base dual de W .





CAPÍTULO 11

REPRESENTACIONES MATRICIALES DE
TRANSFORMACIONES

En este capítulo todos los espacios vectoriales serán asumidos de dimensión
finita. Para efectp de cálculos con transformaciones lineales es bueno obtener re-
presentaciones simples de estas para calcular. Estas representaciones serán dadas
por matrices.

11.1. Matrices ssociadas a transformaciones lineales

Supongamos que tenemos una transformación lineal

T : V →W

entre espacios vectoriales de dimensión finita sobre un cuerpo K . Sean

n = dimKV

m = dimKW

Tomemos bases de V y W dadas respectivamente por

BV = {v1, ..., vn}
BW = {w1, ..., wm}

Tenemos los isomorfismos dados por los vectores de coordenadas en cada base

φBV
: V →M(n × 1 : K) :

n∑

j=1

xjvj 7→ x =




x1
x2
...
xn




φBW
: W →M(m× 1 : K) :

m∑

j=1

yjwj 7→ y =




y1
y2
...
ym
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Ya que la composición de transformaciones lineales es una transformación li-
neal y la inversa de un isomorfismo lineal es también una transformación lineal,
tenemos que la función

L̂ = φBW
◦ L ◦ φ−1

BV
:M(n× 1;K)→M(m× 1;K) : x 7→ y

es una transformación lineal. Si tenemos que

L(vj) =
m∑

k=1

λkjwk,

entonces vale que

L




n∑

j=1

xjvj


 =

m∑

k=1




n∑

j=1

λkjxj


wk

Esto nos dice que si

L




n∑

j=1

xjvj


 =

m∑

k=1

ykwk

entonces

yk =

n∑

j=1

λkjxj

Si consideramos la matriz

M(L,BV ,BW ) =




λ11 λ12 · · · λ1n
λ21 λ22 · · · λ2n

...
...

...
...

λm1 λm2 · · · λmn




lo anterior puede escribirse como

y =M(L,BV ,BW )x

es decir, la transformación lineal L̂ no es nada más que la multiplicación a la
izquierda por la matriz M(L,BV ,BW ).

Definición 11.1.1. — La matriz M(L,BV ,BW ) es llamada la matriz asociada a
L en las bases BV y BW .

Ejercicio 18. — Vea que Ker(L) es dado por aquellos vectores v ∈ V cuyos

vectores coordenadas x satisfacen

M(L,BV ,BW )x = 0m×1



11.1. MATRICES SSOCIADAS A TRANSFORMACIONES LINEALES 85

Ejemplo 11.1.2. — Sea L :→ V una transformación lineal, donde V es una es-
pacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo K . Supongamos que podemos
encontrar W < V , W 6= V , que sea un subespacio invariante por L. Si escoge-
mos una base de W y la completamos a una base de V , entonces la representación
matricial de L en tal base tendrá la forma

A =

(
A1 A2

0 A3

)

donde A1 es una matriz cuadrada de tamaño igual a dimKW , A3 es una matriz
cuadrada de tamaño igual a dimKV − dimKW y A2 es una matriz de tamaño
dimKW × (dimKV − dimKW ).

Ejemplo 11.1.3. — Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K con dimKV =

n. Sean
B1 = {v1, ..., vn}
B2 = {w1, ..., wn}

dos bases de V . Si I : V → V denota la transformación identidad, entonces la
matriz asociada M(I,B1,B2) es la matriz de cambio de base de B1 en B2.

Ejercicio 19. — Sean V yW espacios vectoriales de dimensión finita y L : V →
W una transformación lineal. Sean

B1V ,B2V
dos bases de V y sean

B1W ,B2W
dos bases de W . Verificar la siguiente igualdad :

M(L,B2V ,B2W ) =M(I,B1W ,B2W )M(L,B1V ,B1W )M(I,B2V ,B1V )

Ejemplo 11.1.4. — SeaK un cuerpo y consideremos la siguiente transformación
lineal

L : K2[x]→ K1[x] : p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 7→ p(x)− p(0)

x
= a1 + a2x

Si consideramos las bases

BK2[x] = {1 + x, x+ x2, 1 + x2}
BK1[x] = {1 + x, 1− x}

entonces tenemos las igualdades

L(1 + x) = 1 =
1

2
(1 + x) +

1

2
(1− x)
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L(x+ x2) = 1 + x

L(1 + x2) = x =
1

2
(1 + x)− 1

2
(1− x)

de donde vemos que

M(L,BK2[x],BK1[x]) =




1
2 1 1

2

1
2 0 −1

2




Así, por ejemplo, si queremos calcular Ker(L) sólo necesitamos calcular
aquellos vectores

t =




t1
t2
t3


 ∈M(3× 1;K)

tales que 


1
2 1 1

2

1
2 0 −1

2






t1
t2
t3


 =

(
0

0

)

es decir, aquellos para los cuales valen las igualdades

t1 = −t2 = t3

en otras palabras, los vectores en Ker(L) son aquellos de la forma

p(x) = a(1 + x)− a(x+ x2) + a(1 + x2), a ∈ K
es decir

p(x) = 2a, a ∈ K
Así, si la característica deK es diferente de 2, entonces tenemos queKer(L) =

K0[x] ∼= K y, en particular, dimKKer(L) = 1. Pero, si la característica de K es
2, entonces tenemos que Ker(L) = {0} y, en particular, dimKKer(L) = 0.

Ejemplo 11.1.5 (La matriz que representa un transformación dual)
Consideremos espacios vectoriales sobre un cuerpo K , todos de dimensión fi-

nita, digamos V , W , U y Z y supongamos que tenemos dualidades

<,>:W ⊕ V → K

<,>0: U ⊕ Z → K

Supongamos que dimKV = n y dimKZ = m ; entonces sabemos que
dimKW = n y dimKU = m.

Sea T : V → Z una transformación lineal. Si escogemos bases

BV = {v1, ..., vn}
BZ = {z1, ..., zm}
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Podemos entonces calcular la matriz asociada a T en tales bases

M(T,BV ,BZ) =




λ11 λ12 · · · λ1n
λ21 λ22 · · · λ2n

...
...

...
...

λm1 λm2 · · · λmn




Sea T ∗ : U → W transformación dual a T . Queremos determinar bases apro-
piadas de U y W y la matriz asociada a T ∗.

La base (ordenada) BV induce una base (ordenada) en W

B∗V = {w1, ..., wn}
de manera que vale la condición

< wj , vk >=

{
1 j = k

0 j 6= 0

llamada la base dual de BV . De manera similar, la base BZ induce por la dualidad
<,>0 una base dual para U

B∗Z = {u1, ..., um}
De esta maneratenemos la matriz asociada a T ∗ en tales bases

M(T ∗,B∗Z ,B∗V ) =




η11 η12 · · · η1m
η21 η22 · · · η2m

...
...

...
...

ηn1 ηn2 · · · ηnm




Ahora, observemos que debe cumplirse la igualdad

< uj , T (vk) >0=< T ∗(uj), vk >

y ya que

T (vk) = λ1kz1 + · · · + λmkzm

T ∗(uj) = η1jw1 + · · ·+ ηnjwn

esto nos dice que

M(T ∗,B∗Z ,B∗V ) = tM(T,BV ,BZ)

11.2. Problemas

1.- Sean V y W espacios vectoriales de dimensión finita sobre el cuerpo K .
Considere la transformación lineal trivial

0 : V →W : v 7→ 0W

Calcular M(0,BV ,BW ).
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2.- Sea L : V → W un isomorfismo, dimKV <∞. Si BV es una base de V y
BW es una base de W , entonces

¿Qué relación existe entre las matricesM(L,BV ,BW ) yM(L−1,BW ,BV ) ?
3.- Sea

L : K4[x]→ K4[x] : p(x) 7→
d

dx
(xp(x))

Calcular

M(L, {1, x, x2, x3, x4}, {1, x, x2, x3, x4})
4.- Usando la base canónica B = {e1, ..., en} para Kn, calcular M(L,B,B)

para las siguientes transformaciones lineales :
(i) L(x1, ..., xn) = (xn, x1, x2, ..., xn−1).
(ii) L(x1, ..., xn) = (x2, x1, x3, x4, ..., xn).

5.- Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo K de dimensión finita y L :

V → V una transformación lineal. Sean B1 y B2 bases de V . Verificar que

M(L,B2,B2) =M(I,B1,B2)M(L,B1,B1)M(I,B1,B2)−1

es decir, las matrices M(L,B2,B2) y M(L,B1,B1) son conjugadas por la
matriz de cambio de base.



CAPÍTULO 12

FUNCIONES MULTILINEALES Y
DETERMINANTES

12.1. Funciones multilineales

Definición 12.1.1. — Sean V1, ..., Vr espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K . Una función

L : V1 × V2 × · · · × Vr → K

la cual es lineal en cada una de las r coordenadas es llamada una función r-lineal ó
multilineal. Cuando r = 1 tenemos las funciones lineales y cuando r = 2 tenemos
las funciones bilineales. Denotaremos por M(V1, ..., Vr ;K) al conjunto de tales
funciones r-lineales.

Ejemplo 12.1.2. — Sea la función

F : R2 × R2 → R : ((a, b), (c, d)) 7→ ad− bc = det

(
a b

c d

)

es una función bilineal.

Ejercicio 20. — Sean V1, ..., Vr espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K .

Verificar que el conjunto M(V1, ..., Vr ;K), con las operaciones usuales de suma

y amplificación de funciones, es un espacio vectorial sobre K .

Ejercicio 21. — Sean espacios vectoriales V1, ..., Vr sobre el mismo cuerpo K .

Si Lj : Vj → K es función lineal, entonces

T : V1 × · · · × Vr → K : (v1, ..., vr) 7→ L1(v1)L2(v2) · · ·Lr(vr)

es una función r-lineal.



90 CAPÍTULO 12. FUNCIONES MULTILINEALES Y DETERMINANTES

Consideremos una función r-lineal

L : V1 × V2 × · · · × Vr → K

donde cada Vj es un espacio vectorial sobre K de dimensión finita dimKVj = nj .
Escojamos una base de cada Vj , digamos

Bj = {vj1, ...., vjnj
}

y su base dual de V ∗
j , digamos

B∗j = {f j1 , ...., f jnj
}

En este caso, tenemos que

L(w1, ..., wr) = L




n1∑

k1=1

x1k1v
1
k1 , ...,

nr∑

kr=1

xrkrv
r
kr


 =

∑

k1,k2,...,kr

x1k1x2k2 · · · xrkrL(v1k1 , ..., v2k2)

Si denotamos L(v1k1 , ..., v
2
k2
) = ak1,k2,...,kr , entonces tenemos que

L =
∑

k1,k2,...,kr

ak1,k2,...,krf
1
k1 · · · f rkr

De esta manera, vemos que un conjunto de generadores para el espacio
M(V1, ..., Vr) es dado por

B = {f1k1 · · · f rkr ; 1 ≤ kj ≤ nj, j = 1, ..., r}
Por otro lado, si tenemos una combinación lineal

0 =
∑

k1,k2,...,kr

ak1,k2,...,krf
1
k1 · · · f rkr

entonces al evaluar sobre
(v1k1 , ..., v

r
kr )

obtenemos que
ak1,k2,...,kr = 0

es decir que B es un conjunto linealmente independiente.

Teorema 12.1.3. — Sea Vj un espacio vectorial sobre K de dimensión finita

dimKVj = nj , para j = 1, .., r. Entonces

dimKM(V1, ..., Vr ;K) = n1n2 · · ·nr
Más aún, si tenemos bases de Vj , digamos

Bj = {vj1, ...., vjnj
}

y su respectiva base dual de V ∗
j , digamos

B∗j = {f j1 , ...., f jnj
}
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entonces

B = {f1k1 · · · f rkr ; 1 ≤ kj ≤ nj, j = 1, ..., r}
es una base de M(V1, ..., Vr ;K).

Definición 12.1.4. — Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K con
dimKV = n. Una función r-lineal

L : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r times

→ K

es llamada alternada si

L(v1, ...., vr) = 0 si tenemos que vi = vj para algunos i 6= j

Ejercicio 22. — Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K con dimKV = n.

Un afunción r-lineal

L : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r times

→ K

Verificar que L es alternada sí y sólo si vale la siguiente propiedad :

L(v1, ..., vr) = 0 ⇐⇒ {v1, ...., vr} ⊂ V es un conjunto linealmente depen-

diente.

Ejercicio 23. — Sea L : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r times

→ K una función r-lineal alternada.

(i) El valor de L(v1, v2, v3, ...., vr) cambia de signo si permutamos dos coor-

denadas diferentes.

(ii) Sea Sr el grupo de las permutaciones del conjunto {1, 2, ..., r}. Recuerde

que el signo de una permutación σ ∈ Sr , denotado por sign(σ) es +1 si

ella puede escribirse como una composición par de involuciones (ciclos de

longitud 2) y−1 en caso contrario. Las permutaciones de signo +1 forman

el subgrupo de índice dos Ar, llamado el grupo alternante en r elementos.

Verficar que para todo σ ∈ Sr vale la igualdad

L(vσ(1), ..., vσ(r)) = sign(σ)L(v1, ..., vr)

12.2. Determinates

En el resto de este capítulo supondremos que los cuerpos son de característica
0, por ejemplo K ∈ {Q,Q[

√
2],R,C} y nuestros espacios vectoriales serán de

dimensión finita.
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Definición 12.2.1. — Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K con
dimKV = n. Una función determinante en V es una función n-lineal

∆ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n times

→ K

que es alternada.

Ejemplo 12.2.2. — Sea la función

F : R2 × R2 → R : ((a, b), (c, d)) 7→ ad− bc = det

(
a b

c d

)

es una función determinante.

12.2.1. Construcción de funciones determinantes. — Ahora procederemos a
construir funciones determinantes para todo espacio vectorial V de dimensión
finita.

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K con dimKV = n. Escojamos
una base de V , digamos

B = {v1, ...., vn}
y su respectiva base dual de V ∗, digamos

B∗ = {f1, ...., fn}
Consideremos la función n-lineal

ΦB : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n veces

→ K : (w1, ..., wr) 7→ f1(w1) · · · fn(wn)

Ejercicio 24. — Si wj =
∑n

k=1 λkjvk, entonces vea que

ΦB(w1, ..., wn) = λ11λ22 · · ·λnn
Deducir que si σ ∈ Sn, entonces

ΦB(vσ(1), ..., vσ(n)) =

{
1 σ = I

0 σ 6= I

y concluir que no es una función determinante.

Ahora, por cada permutación σ ∈ Sn definamos la función

ΦB
σ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

n veces

→ K

definida por
ΦB
σ (w1, ..., wn) = ΦB(wσ(1), ..., wσ(n))
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Ejercicio 25. — Verificar que ΦB
σ es una función n-lineal y que

ΦB
σ (v1, ..., vn) =

{
1 σ = I

0 σ 6= I

Tenemos que ninguna de las funciones n-lineales ΦB
σ es antisimétrica, pero

podemos sumarlas apropiadamente para si obtener una. Para esto, sea

∆B =
∑

σ∈Sn

sign(σ)ΦB
σ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

n veces

→ K

Ya que la suma de funciones n-lineales sigue siendo una función n-lineal, en-
tonces ∆B también lo es. Hemos obtenido el siguiente.

Teorema 12.2.3. — Sea B = {v1, ..., vn} una base de V . Entonces, la función

∆B es una función determinante con la propiedad que ∆B(v1, ..., vn) = 1, en

particular, ∆B 6= 0. Además,

∆B(w1, ..., wn) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)λσ(1)1λσ(2)2 · · ·λσ(n)n

donde

wj =
n∑

k=1

λkjvk

Ejercicio 26. — Verificar lo anterior.

Definición 12.2.4. — La función determinante ∆B será llamada la asociada a la
base B.

12.3. Relación entre funciones determinantes

Como antes, sea V un espacio vectorial sobre K de dimensión finita, B una
base V y ∆B la función determinante asociada a B construida en la sección previa.
Ahora veremos como se relacionan todas las otras funciones determinantes en V
con ∆B.

Teorema 12.3.1. — Si ∆ es una función determinante sobre V , entonces existe

una constante λ ∈ K tal que

∆ = λ∆B
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Demonstración. — Sea B = {v1, ..., vn} alguna base de V y ∆B su función
determinante asociada. Entonces tenemos que

∆B(v1, ..., vn) = 1

Sea
λ = ∆(v1, ..., vn)

Como antes, si escribimos

wj =

n∑

k=1

λkjvk

obtenemos que

∆B(w1, ..., wn) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)λσ(1)1 · · ·λσ(n)n

Por otro lado, usando la multilineabilidad y la propiedad de alternancia de ∆,
se obtiene que

∆(w1, ..., wn) =
∑

j1,...,jn
λj11 · · ·λjnn∆(vj1 , ..., vjn

=
∑

σ∈Sn
λσ(1)1 · · ·λσ(n)n∆(vσ(1), ..., vσ(n))

=
∑

σ∈Sn
λσ(1)1 · · ·λσ(n)nsign(σ)∆(v1, ..., vn)

= λ
∑

σ∈Sn
λσ(1)1 · · ·λσ(n)nsign(σ)

= λ∆B(w1, ..., wn)

Corolario 12.3.2. — Si ∆ 6= 0 es una función determinante, entonces existe una

base B∆ de manera que

∆ = ∆B∆

Demonstración. — Sea B = {v1, ..., vn} alguna base de V . El teorema anterior
nos dice que existe λ ∈ K de manera que ∆ = λ∆B. Como estamos asumiendo
que ∆ 6= 0, tenemos que λ 6= 0. Si consideramos la base

B∆ = {λ−1v1, v2, ..., vn}
podemos ver que

∆B(λ
−1v1, v2, ..., vn) = λ−1 = λ−1∆B∆

(λ−1v1, v2, ..., vn)

es decir
∆ = λ∆B = ∆B∆
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Corolario 12.3.3. — Sean ∆1 6= 0 y ∆2 funciones determinantes para V . En-

tonces existe λ ∈ K de manera que

∆2 = λ∆1

12.4. Determinantes de transformaciones lineales

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo K y sea

L : V → V

una transformación lineal. Sea ∆ 6= 0 una función determinante para V . Conside-
remos la función n-lineal

∆L : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n veces

→ K

definida por
∆L(w1, ..., wn) = ∆(L(w1), ..., L(wn))

No es difícil darse cuenta que ∆L es una función determinante para V . Luego,
existe una constante det(L) ∈ K tal que

∆L = det(L)∆

Teorema 12.4.1. — El valor det(L) no depende de la función determinante ∆ 6=
0 para V .

Demonstración. — Sean ∆1 6= 0 y ∆2 6= 0 funciones determinantes para V y
sean λ1, λ2, λ ∈ K tales que

∆1L = λ1∆1

∆2L = λ2∆2

∆2 = λ∆1

Esto nos dice que :

λ2∆2 = ∆2L = (λ∆1)L = λ∆1L = λ(λ1∆1) = λ1(λ∆1) = λ1∆2

de donde obtenemos que λ1 = λ2.

Definición 12.4.2. — El valor det(L) obtenido anteriormente es llamado el de-
terminante de L.
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Ejemplo 12.4.3. — Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensión fi-
nita dimKV = n. Para cada α ∈ K podemos considerar la transformación lineal

Lα : V → V : v 7→ αv

Sea ∆ 6= 0 una función determinante sobre V asociada al la base {v1, ..., vn}.
Entonces,

∆Lα(v1, ...., vn) = ∆(αv1, ...., αvn) = αn∆(v1, ..., vn) = αn

luego
det(Lα) = αn

12.5. Determinantes de matrices

Ahora usaremos las funciones determinantes para definir el determinante de
una matriz cuadrada. Consideremos el espacio vectorial

M(n× n;K)

de todas las matrices cuadradas de tamaño n con coeficientes enK . SiA ∈M(n×
n;K), entonces tenemos la transformación lineal

TA :M(n× 1;K)→M(n × 1;K) : x 7→ Ax

Definición 12.5.1. — Se define como el determinante de A, det(A), como el de-
terminante de TA, es decir,

det(A) = det(TA)

Escojamos la base canónica de M(n× 1; k),

B = {e1, ..., en}
donde ej tiene todas sus coordenadas igual a 0 excepto la j-ésima coordenada que
vale 1, y consideramos la función determinante ∆ = ∆B asociada a ella.

Si

A =




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann




entonces, usando el hecho que

∆TA
= det(A) ∆

obtenemos, al evaluar ∆TA
(e1, ..., en), la igualdad

det(A) =
∑

σ∈Sn

sig(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n
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En particular, tenemos que

det(I) = 1

Ejercicio 27. — Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensión finita y sea

L : V → V una transformación lineal. Sea B una base de V y ∆B su función

determinante asociada. Usar la igualdad

∆L = det(L)∆

para obtener que

det(L) = detM(L,B,B)

Observación 12.5.2. — Una manera equivalente de obtener el determinante de
una matriz A ∈M(n×n;K) es la siguiente. SeaKn y B = {v1, ..., vn} una base
de Kn junto a su función determinante asociada ∆B. Tenemos el isomorfismo
dado por la asignación de vectores coordenadas

φB : Kn →M(n× 1;K) :

n∑

j=1

xjvj 7→ t(x1 x2 · · · xn)

Considere la función

φ : Kn × · · · ×Kn
︸ ︷︷ ︸

n veces

→M(n× n;K) : (w1, ..., wn) 7→




x11 · · · x1n
...

...
...

xn1 · · · xnn




donde
wj = (x1j , x2j , ..., xnj)

Entonces φ resulta ser un isomorfismo. En este caso obtenemos que

det(A) = ∆B(φ
−1(A))

Hemos visto que dada una matriz A = (aij) ∈ M(n × n;K), tenemos a ella
asociado un número det(A) ∈ K , el determinante de A :

det(A) =
∑

σ∈Sn

sig(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n

Esta sumatoria puede ordenarse de manera adecuada para obtener una fórmula
inductiva para calcular det(A). Para esto, definimos el cofactor (i, j) de A como

cij = (−1)i+jdet(Aij)

donde Aij ∈M((n− 1)× (n− 1);K) se obtiene de A al eliminar la fila i-ésima
y columna j-ésima de A.
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Entonces, para cada r ∈ {1, ..., n} vale la igualdad :

det(A) =

n∑

j=1

arjcrj =

n∑

j=1

ajrcjr

Definición 12.5.3. — La matriz CA = (cij) ∈ M(n × n;K), donde cij es el
cofactor (i, j) de A ∈M(n× n;K) es llamada la matriz de cofactores de A.

Ejercicio 28. — Usar inducción para verificar lo anterior.

Ejemplo 12.5.4. — Si

A =

(
a b

c d

)
∈M(2× 2;K)

entonces su matriz de cofactores es

CA =

(
d −c
−b a

)
∈M(2× 2;K)

y
det(A) = ad− bc

Ejercicio 29. — Calcular

det




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33




12.6. Propiedades de determinantes

En toda esta sección suponemos que tenemos un espacio vectorial V de dimen-
sión finita dimKV = n sobre el cuerpo K .

Teorema 12.6.1. — Sea L : V → V una transformación lineal. Entonces, L es

un isomorfismo sí y sólo si det(L) 6= 0.

Demonstración. — Supongamos que L es un isomorfismo. Sea B = {v1, ..., vn}
una base de V . Entonces BL = {L(v1), ..., L(vn)} es una base de V . Si ∆ = ∆B

es la función determinante asociada a B, entonces como sabemos que ∆ 6= 0,
debemos tener que

0 6= ∆(L(v1), ..., L(vn)) = ∆L(v1, ..., vn) = det(L)∆(v1, ..., vn) = det(L)
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Recíprocamente, supongamos que det(L) 6= 0. Si dimKKer(L) 6= 0, en-
tonces podemos tomar una base B = {v1, ..., vn} de V que contiene vectores de
Ker(L), digamos que v1 ∈ Ker(l). Ahora, si ∆ = ∆B es la función determi-
nante asociada a B, entonces tenemos la igualdad

∆L(v1, ..., vn) = det(L)∆(v1, ..., vn) = det(L)

∆L(v1, ...., vn) = ∆(0, L(v2), ..., L(vn)) = 0

es decir, det(L) = 0, una contradicción.

Teorema 12.6.2. — Si L,N : V → V son transformaciones lineales, entonces

det(L ◦N) = det(L)det(N)

Demonstración. — Sea B = {v1, ..., vn} una base de V y ∆ = ∆B la función
determinante asociada a B. Tenemos que :

∆(L ◦N(v1), ..., L ◦N(vn)) = det(L ◦N)∆(v1, ..., vn) = det(L ◦N)

Por otro lado

∆(L ◦N(v1), ..., L ◦N(vn)) = ∆(L(N(v1)), ..., L(N(vn)))

= det(L)∆(N(v1), ..., N(vn))

= det(L)det(N)∆(v1, ..., vn)

= det(L)det(N)

Usando el hecho que det(I) = 1, el resultado anterior nos da el siguiente.

Corolario 12.6.3. —
(i) Si L : V → V es un isomorfismo, entonces

det(L−1) =
1

det(L)

(ii) Sea A ∈ GL(n;K), entonces

det(A−1) =
1

det(A)

(iii) Sea T : V → V una transformación lineal y sean B1, B2 dos bases de V .

Entonces,

det(M(L,B1,B1)) = det(M(L,B2,B2))
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12.7. Problemas

1.- Usar la fórmula de determinante de matrices por cofactores para verificar
las siguientes :
(i) det(tA) = det(A).
(ii) Si A tiene columnas linealmente dependientes, entonces det(A) = 0.
(iii) det(λA) = λndet(A).
(iv) Sea A = (aij) una matriz triangular (inferior ó superior), entonces

det(A) = a11a22 · · · ann.
(v) Calcular el determinante de las matrices elementales (usadas en el mé-

todo de Gauss).
(vi) Sean matrices A = (aij), B = (bij), C = (cij) ∈ M(n × n;K) y

fijemos un valor k ∈ {1, ..., n}. Supongamos que
(a) aij = bij para j 6= k ;
(b) cij = aij para j 6= k ;
(c) ckj = akj + bkj , j = 1, ..., n.
Verificar que detC = detA+ detB.

(vii) Si tA = −A, entonces det(A) = (−1)ndet(A). Concluir que si n es
par, entonces det(A) = 0.

2.- Considere tres rectas en el plano K2, digamos

a1x+ b1y = c1
a2x+ b2y = c2
a3x+ b3y = c3

Verificar que estas tienen un punto en común sí y sólo si

det




a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3


 = 0

Ind : Considere la transformación lineal T : M(3 × 1;K) → M(3 ×
1;K) : x 7→ Ax, donde A es la matriz anterior. Vea que (x, y) ∈ K2 es
solución al problema sí y sólo si t(x y − 1) ∈ M(3 × 1;K) pertenece a
Ker(T ).

3.- Sean (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 dos vectores diferentes. Verificar que la ecua-
ción de la única recta determinada por esos puntos es dada por

det




x y 1

x1 y1 1

x2 y2 1


 = 0
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4.- Sean (x1, y1), (x2, y2, ), (x3, y3) ∈ R2 tres vectores no colineales. Verificar
que la ecuación del único círculo determinado por esos puntos es dada por

det




x2 + y2 x y 1

x21 + y21 x1 y1 1

x22 + y22 x2 y2 1

x23 + y23 x3 y3 1


 = 0

Ind : recuerde que la ecuación del círculo es de la forma : a(x2 + y2) +

bx+ cy + d = 0.
5.- det(Ak) = det(A)k .
6.- SeaA ∈M(n×n;K) y λ ∈ K . Verificar que existe x ∈M(n×1;K), x 6=

0M(n×1;K), resolviendo la ecuación lineal Ax = λx sí y sólo si det(A −
λI) = 0.

Ind : Mire la matriz A − I ∈ M(n × n;K) como una transformación
lineal de M(n × 1;K) en si mismo y observe que una solución x de la
ecuación anterior debe pertenecer al núcleo de esta transformación lineal.

Cuando λ = 1, esto nos da los estados en equilibrio de modelos de
evolución xn+1 = Axn estudiados anteriormente.]

7.- Dada una matriz A = (aij) ∈M(n× n;K) y su matriz de cofactores CA,
se define la matriz adjunta de A como

adjA := tCA

Usando la fórmula de cofactores para el determinante de una matriz,
verificar que

A adjA = det(A) · I
Ind : Para i 6= j defina Ã = (ãij) como la matriz que se obtiene de A al

reemplazar la fila j-ésima de ella por la i-ésima fila. Así,A y Ã sólo difieren
en la fila j-ésima, en donde se encuentra una copia de la fila i-ésima. De
esta manera, det(Ã) = 0. Usar la formula por cofactores desarrollando para
la fila j-ésima. Ver que los cofactores (j, k) de A, cij , y de Ã, c̃ij , coinciden
y concluir que, para i 6= j,

0 = det(Ã) =

n∑

k=1

ãjk(−1)j+k c̃jk =

n∑

k=1

ajk(−1)j+kcjk

y para i = j vale que

det(A) =

n∑

k=1

aik(−1)i+kcik

Ahora verificar que estos son los coeficientes de la matriz A adjA.
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8.- Deducir de 7.- que si A ∈ GL(n;K), entonces

A−1 =
1

det(A)
AdjA

9.- Calcular A−1 si

A =




2 1 −2
1 −1 2

3 1 1




10.- Ahora tenemos dos métodos para calcular las matrices inversas, el método
de Gauss y el método dado en 8.- Determine en términos de n la cantidad
de pasos usados en cada método e indique cual de los dos métodos es com-
putacionalmente más barato.

11.- Regla de Kramer. Considere el sistema lineal Ax = b, donde A ∈
GL(n;K). Use el problema 8.- para describir la forma de las coordenadas
xj de la solución x = t(x1 x2 · · · xn) en términos de A y b.

Ind : Si Ax = b, como A es invertible, x = A−1b. Luego,

x =
1

det(A)
adjA b =

1

det(A)




d11 · · · d1n
...

...
...

dn1 · · · dnn







b1
...
bn




Observar que el coeficiente j-ésimo del vector adjA b es dado por

(d1j · · · djn)




b1
...
bn


 =

n∑

k=1

dkjbj

Sea Aj la matriz obtenida de A al reemplazar su columna j-ésima por
b. Calcule el determinante de Aj usando la f’ormula de cofactores por la
j-ésima columna, es decir

det(Aj) = b1c1j + b2c2j + · · ·+ bncnj

Para calcular el cofactor ckj uno elimina de Aj la fila k y la columna j,
luego el cofactor ckj es el igual al cofactor (k, j) de la matriz A, es decir,

ckj = dkj

De esta manera

det(Aj) =

n∑

k=1

dkjbj

de donde vemos que el coeficiente j-ésimo de adjA b es dado por det(Aj),
y como consecuencia,

xj =
det(Aj)

det(A)



CAPÍTULO 13

ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO
INTERIOR

En este capítulo todos los cuerpos K serán asumidos ser un subcuerpo del
cuerpo de los números complejos C (ejemplos particulares sonK = R yK = C).

13.1. Productos interiores

Definición 13.1.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C.
1.- Un producto interior en V es una función

<,>: V ⊕ V → K : (u, v) 7→< u, v >

que satisface las siguientes propiedades :
(1.1.-) para todo λ ∈ K y todo triple u, v, w ∈ V vale que

< λv + u,w >= λ < v,w > + < u,w >

es decir, <,> es lineal en la primera coordenada ;
(1.2.-) para todo v,w ∈ V vale que

< v,w >= < w, v >

El par (V,<,>) es llamado un espacio vectorial con producto interior.

2.- El producto interior <,> en V es llamado no-degenerado si este satisface :

(2.1.-) para todo v ∈ V − {0V } existe w ∈ V (necesariamente w 6= 0V )
tal que

< v,w > 6= 0

3.- El producto interior <,> sobre V es llamado un producto interior positivo
definido si este satisface :
3.1.- para todo v ∈ V vale que

< v, v >≥ 0
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3.2.- para todo v ∈ V vale que

< v, v >= 0 ⇐⇒ v = 0V

En este caso, si K = R, entonces diremos que <,> es un producto in-
terior Euclidiano y si K = C entonces que este es un producto interior
Hermitiano positivo.

Observación 13.1.2. — Observemos que todo producto interior positivo definido
es necesariamente no-degenerado. Pero el siguiente ejemplo muestra que el recí-
proco no es verdad, es decir, existen productos interiores no-degenerados que no
son positivos definido.

Ejemplo 13.1.3. — Consideremos enteros positivos n,m ∈ {1, 2, ...} y el espa-
cio vectorial real Rn+m. La función

<,>: Rn+m ⊕Rn+m → R

definido por la regla

< (x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+m), (y1, ..., yn, yn+1, ..., yn+m) =

n∑

j=1

xjyj−
m∑

k=1

xn+kyn+k

resulta ser un producto interior no-degenerado el cual no es positivo definido.

Ejercicio 30. — Verificar los detalles del ejemplo anterior.

Definición 13.1.4. — Sea (V,<,>) un espacio vectorial con producto interior
positivo definido. Si v ∈ V , entonces la norma de v se define como

‖v‖ = +
√
< v, v >

La distancia entre dos vectores v,w ∈ V se define como

d(v,w) = ‖v − w‖

Ejemplo 13.1.5. — Sea K ⊂ C y consideremos sobre el espacio vectorial Kn la
función

<,>: Kn ⊕Kn → K

definida por

< (x1, ..., xn), (y1, ..., yn) =
n∑

j=1

xjyj
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Tenemos que <,> resulta ser un producto interior positivo definido. La norma
de un vector es dada por

‖(x1, ...., xn)‖ =
√
x21 + · · · + x2n

y la distancia es dada por

d((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) =
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2

Ejemplo 13.1.6. — Sea V = C(0)[a, b] el espacio vectorial real de todas las fun-
ciones reales continuas sobre el intervalo cerrado [a, b]. La función

<,>: C(0)[a, b] ⊕C(0)[a, b]→ R

definida por

< f, g >=

∫ b

a
f(x)g(x) dx

es un producto interior Euclidiano sobre V . De la misma manera, Sea W =

C
(0)
C [a, b] el espacio vectorial complejo de todas las funciones complejas conti-

nuas sobre el intervalo cerrado [a, b]. La función

<,>: C
(0)
C [a, b] ⊕C(0)

C [a, b]→ C

definida por

< f, g >=

∫ b

a
f(x)g(x) dx

es un producto interior Hermitiano positivo sobre W .
En ambos casos, la norma de una función f es dada por

‖f‖ =
√∫ b

a
|f(x)|2 dx

Ejercicio 31. — Sea A ∈M(n × n;C) una matriz diagonal,

A = diag(λ1, ...., λn)

Considere V = Kn, donde K ⊂ C y defina la función

<,>A: V ⊕ V → C

por

< (x1, ..., xn), (y1, ..., yn) >A= (x1 · · · xn)A




y1
...

yn




¿Qué condiciones debe tener A para que <,>A sea un producto interior sobre

V ?
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¿Qué condiciones debe tener A para que <,>A sea un producto interior posi-

tivo dfinido sobre V ?

13.2. Propiedades de la norma y la distancia

Cada vez que tenemos un espacio vectorial V (sobre un cuerpo K ⊂ C) con
un producto interior positivo definido <,>, tenemos que cada vector v ∈ V tiene
definida una norma ‖v‖.

Teorema 13.2.1. — La norma ‖‖ tiene las siguientes propiedades :

(i) ‖v‖ ≥ 0, para todo v ∈ V ;

(ii) ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0V ;

(iii) ‖λv‖ = |λ|‖v‖, para todo v ∈ V y todo λ ∈ K .

(iv) (Desigualdad triangular) para todo par v,w ∈ V vale que

‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖

Las propiedades (i), (ii) y (iii) son claras de la definición de producto interior.
Más adelante veremos como verificar la desigualdad triangular. Una consecuencia
directa del anterior es la siguiente lista de propiedades de la distancia.

Teorema 13.2.2. — La distancia d(, ) tiene las siguientes propiedades :

(i) d(v,w) ≥ 0, para todo v,w ∈ V ;

(ii) d(v,w) = 0 ⇐⇒ v = w ;

(iii) d(λv, λw) = |λ|d(v,w), para todo v ∈ V y todo λ ∈ K .

(iv) (Desigualdad triangular) para todo triple v,w, u ∈ V vale que

d(u, v) ≤ d(u,w) + d(v,w)

Demonstración. — Todo esto sale del hechos que d(v,w) = ‖v − w‖. Veamos
sólo la desigualdad triangular.

d(u, v) = ‖u−v‖ = ‖(u−w)+(w−v)‖ ≤ ‖u−w‖+‖w−v‖ = d(u,w)+d(w, v)︸ ︷︷ ︸
d(v,w)
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13.3. Como Recuperar <,> a partir de ‖‖
Supongamos que tenemos que <,> es un producto interior positivo definido

con K ⊂ R. En este caso tenemos la igualdad :

‖v + w‖2 =< v +w, v + w >= ‖v‖2 + 2 < v,w > +‖w‖2

es decir,

< v,w >=
1

2
(‖v +w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2)

Supongamos que tenemos que <,> es un producto interior positivo positivo y
K ⊂ C contiene números complejos. En este caso La igualdad

‖v + w‖2 =< v + w, v + w >= ‖v‖2 + 2Re(< v,w >) + ‖w‖2

nos dice que

Re(< v,w >) =
1

2
(‖v +w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2)

El hecho que
< v, iw >= −i < v,w >

nos asegura que

Im(< v,w >) =
1

2
(v + iw‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2)

De esta manera, podemos siempre recuperar el producto interior positivo defi-
nido <,> a partir de su norma ‖‖.

Observación 13.3.1. — Hemos visto que todo producto interior positivo definido
sobre un espacio vectorial V define una norma y que tal producto puede obtenerse
de tal norma. Pero hay normas que no provienen de tales productos interiores. Por
ejemplo, consideremos en el espacio vectorial R2 la norma

‖(x, y)‖ = Máximo{|x|, |y|}
Si existiese un producto interior positivo definido <,> que le produce, en-

tonces debe ocurrir que

< v,w >=
1

2
(v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2)

Luego,
< (1, 0), (1, 0) >= 1 =< (0, 1), (0, 1) >

< (1, 0), (0, 1) >= −1/2
De esta manera,

< (x, y), (u, v) >=< x(1, 0)y(0, 1), u(1, 0) + v(0, 1) >=

= xu− 1

2
xv − 1

2
yu+ yv
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Así,

< (x, y), (x, y) >= x2 + y2 − xy
Pero en tal caso vemos que

< (2, 3), (2, 3) >= 7 6= 9 = ‖(2, 3)‖2

13.4. La desigualdad de Schwarz

Consideremos un espacio vectorial V (sobre un cuerpo K ⊂ C) con un pro-
ducto interior positivo definido <,>. Sean v,w ∈ V .

(i) Si {v,w} es un conjunto linealmente dependiente, entonces uno de esos
vectores es un múltiplo del otro, de donde obtenemos que

| < v,w > | = ‖v‖‖w‖

(ii) Si < v,w >= 0, entonces tenemos

| < v,w > | ≤ ‖v‖‖w‖

(iii) Si {v,w} es un conjunto linealmente independiente y < v,w > 6= 0, en-
tonces para todo λ ∈ K vale que

0 < ‖w + λw‖2 = ‖v‖2 + λ < v,w > +λv,w >+ |λ|2‖w‖2

Si tomamos

λ =
−‖v‖2
< v,w >

entonces lo anterior asegura

| < v,w > | < ‖v‖‖w‖

Todo lo anterior nos da :

Teorema 13.4.1 (Desigualdad de Schwarz). — Sea V un espacio vectorial

sobre un cuerpo K ⊂ C, con un producto interior positivo definido <,>. Si

v,w ∈ V , entonces

| < v,w > | ≤ ‖v‖‖w‖
donde la igualdad vale sí y sólo si {v,w} e un conjunto linealmente dependiente.

Ahora podemos verificar la desigualdad triangular de ‖‖ que estábamos de-
biendo.
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Corolario 13.4.2. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con

un producto interior positivo definido <,>. Si v,w ∈ V , entonces

‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖

Demonstración. — Si v,w ∈ V , entonces

0 ≤ ‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2Re(< v,w >) + ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2| < v,w > |+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2‖v‖‖w‖ + ‖w‖2 = (‖v‖ + ‖w‖)2

Como ‖v‖+ ‖w‖ ≥ 0, lo anterior asegura que

‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖

Observemos que si v y w son ortogonales, entonces obtenemos del cálculo
anterior el siguiente hecho.

Corolario 13.4.3. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con un

producto interior positivo definido <,>. Si v,w ∈ V son vectores ortogonales,

entonces

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2

13.5. Angulos

13.5.1. Caso real. — Consideremos un espacio vectorial real V con un producto
interior Euclidiano <,>. La desigualdad de Schwarz nos asegura que para todo
par v,w ∈ V −{)V } debe existir un (y sólo uno) número θv,w ∈ [0, π] de manera
que

< v,w >= ‖v‖‖w‖ cos(θv,w)

Definición 13.5.1. — El número θv,w es llamado el ángulo de v y w en el pro-
ducto interior Euclidiano <,>.
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13.5.2. Caso complejo. — Ahora supongamos que tenemos un espacio vectorial
V sobre el cuerpo C y con un producto interior Hermitiano positivo <,>. La
desigualdad de Schwarz nos asegura que para todo par v,w ∈ V −{)V } tenemos
que< v,w > es un número complejo de valor absoluto menor que uno y diferente
de cer. Luego, existen únicos números θv,w ∈ [0, π] y ηv,w ∈ [0, π) de manera que

< v,w >= ‖v‖‖w‖eiηv,w cos(θv,w)

Definición 13.5.2. — El par de números (θv,w, ηv,w) es llamado el ángulo com-
plejo de v y w en el producto interior Hermitiano positivo <,>.

13.6. Ortogonalidad

Definición 13.6.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpoK ⊂ C, con un
producto interior <,>. Dos vectores v,w ∈ V se dirán ortogonales si < v,w >=

0

Si W < V , entonces definimos su ortogonal en V como

W⊥ = {v ∈ V :< v,w >= 0, ∀w ∈W}

Ejemplo 13.6.2. — Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C con un
producto interior <,>, entonces

V ⊥ = {0V }
{0V }⊥ = V

Ejemplo 13.6.3. — Consideremos V = R2 (espacio vectorial real 2-dimensional)
y el producto interior

〈(a, b), (c, d)〉 = ac− bd.
En este caso, el anterior define un producto interior no-degenerado. Además,

〈(1, 1)〉⊥ = 〈(1, 1)〉

Ejercicio 32. — Sea V un espacio vectorial real con producto interior Eucli-

diano <,>. Verificar que dos vectores v,w ∈ V −{0V } son perpendiculares sí y

sólo si θv,w = π/2.

Ejercicio 33. —
(i) Sea W < V y <,> un producto interior. Verificar que W⊥ < V .
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(ii) Si además <,> es producto interior positivo definido, entonces W ∩
W⊥ = {0V }.

(iii) Dar un ejemplo de un espacio con producto interior que no es positivo

definido para el cual (ii) falla.

Observación 13.6.4. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con
un producto interior positivo definido <,>. No es dificil verificar (ver el proceso
de Gram-Schmidt más abajo), que si V tiene dimensión finita, entonces para cada
subespacio propio U de V vale que U⊥ 6= {0V }. Pero si la dimensión de V no es
finita, esta propiedad puede fallar. Por ejemplo, consideremos K = R, V = R[x]

(el espacio vectorial real de los polinomios en una variable x y coeficientes reales)
y el producto interior positivo definido

〈p(x), q(x)〉 =
∫ 1

0
p(x)q(x) dx

Si tomamos U = 〈x, x2, x3, ...〉 = {p(x) ∈ R[x] : p(0) = 0}, entonces U 6= V

y U⊥ = {0V }.

Teorema 13.6.5. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con un

producto interior positivo definido <,>. Supongamos que para cada subespacio

propio U de V vale que U⊥ 6= {0V }. Entonces, para cada subespacio W de V

vale que todo vector v ∈ V puede escribirse de manera única como

v = w + u, w ∈W, u ∈W⊥

Demonstración. — Observemos que si W y W⊥ no generan todo V , entonces
H =< W,W⊥ >⊥ 6= {0V }. Pero un vector h ∈ H , h 6= 0V debe entonces ser
ortogonal a ambos W y W⊥, es decir h ∈ W ∩W⊥, una contradicción al hecho
que W ∩W⊥ = {0V }. Esta observación nos asegura la existencia de vectores
w ∈ W y u ∈ W⊥ de manera que v = w + u. Veamos ahora la unicidad.
Supongamos que tenemos w1 ∈W y u1 ∈W⊥ tales que

w + u = w1 + u1

Esto nos dice que

w − w1 = u1 − u ∈W ∩W⊥ = {0V }
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Corolario 13.6.6. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con un

producto interior positivo definido <,>. Supongamos que para cada subespacio

propio U de V vale que U⊥ 6= {0V }. Entonces, para cada W < V tenemos un

isomorfismo natural

W ⊕W⊥ → V : (w, u) 7→ w + u

es decir, V es la suma directa de W con W⊥. Denotaremos esto por

V =W ⊕W⊥

Corolario 13.6.7. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C de

dimensión finita, con un producto interior positivo definido <,>, y sea W < V .

Entonces

dimKV = dimKW + dimKW
⊥

13.7. Proyecciones ortogonales

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con un producto interior
positivo definido <,>. Supongamos que para cada subespacio propio U de V vale
que U⊥ 6= {0V } (por ejemplo, cuando V tiene dimensión finita).

Dado cualquier subespacio W < V tenemos que

V =W ⊕W⊥

De esta manera, todo vector v ∈ V tiene un única descomposición

v = wv + uv, wv ∈W, uv ∈W⊥

Definición 13.7.1. — La función

πW : V →W : v 7→ πW (v) = vw

es llamada la proyección ortogonal en W .

Ejercicio 34. — Verificar las siguientes propiedades de πW .

(i) πW es una transformación lineal ;

(ii) para w ∈W vale que πW (w) = w ;

(iii) πW ◦ πW = πW ;

(iv) para todo v ∈ V se tiene que v − πW (v) ∈W⊥

Teorema 13.7.2. — El vector πW (v) es el vector enW más próximo a v respecto

la distancia inducida por <,>.
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Demonstración. — Sea v ∈ V y w ∈ W . Entonces la distancia entre ellos es
dada por ‖v − w‖. Pero,

‖v−w‖2 =< v−w, v−w >=< (v−πW (v))+(πW (v)−w), (v−πW (v))+(πW (v)−w) >

= ‖v − πW (v)‖2 + ‖πW (v) − w‖2 ≥ ‖v − πW (v)‖2

donde la igualdad vale sí y sólo si πW (v) = w.

Teorema 13.7.3. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con

un producto interior positivo definido <,>, y sea W < V . Entonces, para todo

v ∈ V vale que

‖πW (v)‖ ≤ ‖v‖

Demonstración. — Tenemos que πW (v) y v − πW (v) son vectores ortogonales,
luego

‖πW (v)‖2 + ‖v − πW (v)‖2 = ‖v‖2

13.7.1. Caso de dimensión finita. — Supongamos primero el caso donde
dimKW = m. Escojamos una base ortonormal de W , digamos

{v1, ..., vm}

De esta manera,

πW (v) =

m∑

j=1

λjvj

Luego, como sabemos que v − πW (v) ∈W⊥, tenemos que

0 =< v − πW (v) ∈W⊥, vj >=< v, vj > −λj

es decir

λj =< v, vj >

y, en particular,

πW (v) =

m∑

j=1

< v, vj > vj
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13.7.2. Caso de dimensión infinita. — Supongamos ahora el caso donde
dimKW =∞. Escojamos una base ortonormal de W , digamos

{vj , }J
De esta manera,

πW (v) =
∑

j∈J0

λjvj

donde J0 ⊂ J es finito.
Luego, como sabemos que v − πW (v) ∈W⊥, tenemos que

0 =< v − πW (v) ∈W⊥, vj >=< v, vj > −λj
es decir

λj =< v, vj >

y, en particular,

πW (v) =
∑

j∈J0

< v, vj > vj

13.8. Existencia de bases ortonormales

Definición 13.8.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpoK ⊂ C, con un
producto interior positivo definido <,>. Una base B de V es llamada ortogonal si
cada par de vectores diferentes de B son ortogonales. Si además cada vector tiene
norma 1, entonces decimos que B es una base ortonormal.

Observación 13.8.2. — Sea B = {vj}j∈J una base ortogonal de V , entonces
{wj = vj/‖vj‖}j∈J define una base ortonormal de V .

Definición 13.8.3. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con
un producto interior positivo definido <,>. Un subconjunto S ⊂ V es llamado
ortogonal si todo par de vectores son ortogonales entre si. Si además cada uno uno
de ellos tiene norma uno, entonces decimos que es un conjunto ortonormal.

Teorema 13.8.4. — Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ C, con un

producto interior positivo definido <,>. Supongamos que para cada subespacio

propio U de V vale que U⊥ 6= {0V }. Entonces V tiene una base ortonormal.
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Demonstración. — Sea A el conjunto formado por todos los subconjuntos orto-
normales de V . Consideremos la relación ≤ dada por inclusión, es decir, U, V ∈
A son tales que U ≤ V sí y sólo si U ⊆ V .

Consideremos una cadena C ⊂ A y formemos el subconjunto de V dado por

X =
⋃

U∈C

U

Veamos queX es un conjunto ortonormal. En efecto, supongamos que tenemos
vectores v1, v2 ∈ X. Entonces debe existir un elemento U ∈ C tal que v1, v2 ∈ U .
Como U es ortonormal, tenemos que {v1, v2} es un conjunto ortonormal.

De esta manera, vemos que X ∈ A y que X es una cota superior para la cadena
C. Esto nos dice que toda cadena en (A,≤) posee cota superior. El lema de Zorn
entonces nos asegura la existencia de un elemento maximal B ∈ A. Luego, B ⊂ V
es un conjunto ortonormal.

Veamos ahora B es una base. Ya que todo conjunto ortonormal es necesaria-
mente un conjunto linealmente independiente, lo único que nos falta verificar es
que B genera V . Si esto no fuese así, entonces existe un vector v ∈< B >⊥,
v 6= 0V . Pero en este caso, B∗ = B ∪{v} ∈ A, B ≤ B∗ y B∗ 6= B, una contradic-
ción a la maximilidad de B.

13.8.1. Proceso de ortoginalización de Gramm-Schmidt. — En el caso de di-
mensión finita, la hipótesis del Teorema 13.8.4 es trivial. En este caso podemos
ser aún más concretos con respecto a la existencia de bases ortonormales.

Teorema 13.8.5 (Proceso de Gram-Schmidt). — Si dimKV = n y B =

{v1, ..., vn} es una base de V , entonces existe una base ortonormal M =

{w1, ..., wn} de manera que el subespacio generado por {v1, ..., vj} es también

generado por {w1, ..., wj}, para todo j = 1, ...., n.

Demonstración. — Si definimos



u1 = v1

uj = vj −
j−1∑

k=1

< vj, uk >

‖uk‖2
uk, j ≥ 2

entonces M = {w1 = u1/‖u1‖, ..., wn = un/‖un‖} es nuestra base ortogonal
buscada.

La construcción hecha para el caso de dimensión finita funciona funciona per-
fectamente bien para el caso de dimensión infinita numerable.
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Teorema 13.8.6 (Proceso de Gram-Schmidt). — Si V tienen dimensión infinita

pero numerable y B = {vj}∞j=1 es una base de V , entonces existe una base orto-

normalM = {wj}∞j=1 de manera que el subespacio generado por {v1, ..., vj} es

también generado por {w1, ..., wj}, para todo j = 1, 2, ....

Observación 13.8.7. — Este proceso es muy usado cuando estudiamos series de
Fourier.

Ejemplo 13.8.8. — Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K ⊂ C de dimen-
sión finita dimKV = n que admite un producto interior positivo definido <,>.
El proceso de Gram-Schmidt nos asegura la existencia de una base ortonormal

B = {v1, ..., vn}
Si escribimos

v =

n∑

j=1

αjvj

w =

n∑

j=1

βjvj

entonces

< v,w >=
n∑

j=1

αjβj = (α1 · · ·αn)




β1
...
βn




Luego, si usamos el isomorfismo de vectores coordenadas

φB : V →M(n× 1;K) :

n∑

j=1

xjvj 7→




x1
...
xn




entonces
< v,w >=< φB(v), φB(w) >0,

donde
< x, y >0=

tx y

es el producto interior positivo definido usual en M(n× 1;K).
Escojamos ahora una base cualquiera de V , digamos

B1 = {w1, ...., wn}
entonces tenemos que si escribimos

v =
n∑

j=1

αjwj
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w =

n∑

j=1

βjwj

entonces

< v,w >=

n
∑n

i=1∑

j=1

αjβi < wj , wi >=

= (α1 · · ·αn)




< w1, w1 > · · · < w1, wn >
...

...
...

< wn, w1 > · · · < wn, wn >




︸ ︷︷ ︸
A




β1
...
βn




Las propiedades de producto interior positivo definido de <,> permiten ase-
gurar las siguientes propiedades de la matriz A ∈M(n× n;K) :

(i) tA = A ;
(ii) A es positiva definida, es decir, para todo x ∈M(n×1;K)−{0} vale que

txAx > 0

Ejercicio 35. — Verifique que si A ∈M(n× n;K) satisface que

(i) tA = A ; y

(ii) A es positiva definida,

entonces

< x, y >= txAy

define un producto interior positivo definido en M(n× 1;K).

Ya que dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K son isomorfos
cuando ellos tienen la misma dimensión, obtenemos el siguiente hecho.

Teorema 13.8.9. — Si V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K ⊂ C de

dimensión finita, entonces existe un producto interior positivo definido en V .

Ejercicio 36. — Verificar que el proceso de Gram-Schmidt puede usarse para

ortogonalizar cualquier subconjunto de vectores de V (no necesariamente lineal-

mente independiente).
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13.9. Teorema de representación de Riez

Supongamos que tenemos un espacio vectorial V , sobre un cuerpo K ⊂ C, con
un producto interior positivo definido <,>, con dimKV = n.

Si K ⊂ R, entonces no es difícil ver que <,> resulta ser una dualidad entre
V y si mismo. En particular, el teorema de Riez (ver el capítulo de dualidad) nos
dice que si dimRV <∞, entonces para toda función lineal L : V → R existe un
y sólo un vector vL ∈ V de manera que L(w) =< w, vL >, para todo w ∈ V .

Pero en el caso que el cuerpo K contenga vectores complejos no reales, el
prpducto <,> no define una dualidad en V . De todas maneras, es claro que para
todo v ∈ V la función

Lv : V → K : w 7→ lv(w) =< w, v >

resulta ser una función lineal, es decir, Lv ∈ V ∗. Además, si tenemos que Lv1 =

Lv2 , entonces

< w, v1 − v2 >= 0,∀w ∈ V
de donde obtenemos que v1 = v2.

Recíprocamente, supongamos que tenemos una función lineal L ∈ V ∗. Esco-
jamos una base ortonormal {v1, ..., vn}. Luego,

L




n∑

j=1

xjvj


 =

n∑

j=1

xjL(vj)

Sea αj = L(vj) y sea v =
∑n

j=1 αjvj . Entonces

<

n∑

j=1

xjvj , v >=

n∑

j=1

xjαj = L




n∑

j=1

xjvj




de donde obtenemos que para toda L ∈ V ∗ existe v ∈ V tal que L = Lv.

Teorema 13.9.1 (Teorema de representación de Riez). — Sea V un espacio

vectorial, sobre un cuerpo K ⊂ C, con un producto interior positivo definido

<,> y de dimensión finita. Entonces la función

L : V → V ∗ : v 7→ Lv =< ·, v >

es una biyección. Si además K ⊂ R, entonces L es un isomorfismo. En la situa-

ción general, tenemos que

L(v1 + v2) = Lv1 + Lv2

L(λv) = λLv
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13.10. Problemas

1.- Considere en R4 la función

< (x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3, y4) >= x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 + 4x4y4

y verifique que esta es un producto interior Euclidiano.
2.- En R2[x] considere la función

< a0 + a1x+ a2x
2, b0 + b1x+ b2x

2 >= a0b0 + a1b1 + a2b2

y verifique que esta es un producto interior Euclidiano. Calcule el ángulo
entre los vectores x+ x2 y x+ 1.

3.- En R2[x] considere la función

< p(x), q(x) >=

∫ 1

0
p(x)q(x) dx

y verifique que esta es un producto interior Euclidiano. Calcule el ángulo
entre los vectores x+ x2 y x+ 1.

4.- Escriba como queda la desigualdad de Schwarz para C(0)[a, b] respecto al
producto interior Euclidiano

< f(x), g(x) >=

∫ b

a
f(x)g(x) dx

5.- Sea V un espacio vectorial con un producto interior positivo definido <,>.
(i) Si L ∈ GL(V ), entonces defina

< v,w >L=< L−1(v), L−1(w) >

y verifique que <,>L es un producto interior positivo definido en V .
(ii) Concluir que si existe m ∈ {1, 2, 3, ...} tal que Lm = I , entonces

existe un producto interior positivo definido <,>L sobre V de manera
que valga la identidad

< L(v), L(w) >L=< v,w >L

(iii) Verifique que si G < GL(V ) es un grupo finito, entonces existe un un
producto interior positivo definido <,>G sobre V de manera que valga
la identidad

< L(v), L(w) >G=< v,w >G, ∀L ∈ G
6.- Sea V un espacio vectorial con un producto interior positivo definido <,>.

Si {v1, ..., vn} es un conjunto de vectores ortogonales, entonces verificar la
igualdad

‖λ1v1 + · · · + λnvn‖2 = |λ1|2‖v1‖2 + · · ·+ |λn|2‖vn‖2
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7.- Considere el espacio vectorial real C(0)[0, L] con el producto interior Eu-
clidiano

< f(x), g(x) >=

∫ L

0
f(x)g(x) dx

Considere el conjunto de vectores de V dado por

S = {1} ∪
{
cos(

2kπx

L
), sin(

2kπx

L
) : k = 1, 2, 3, ...

}

(i) Verifique que S es un conjunto linealmente independiente.
(ii) Verifique que S es un conjunto ortogonal, es decir, dos vectores cuales-

quiera de S que sean diferente son ortogonales.
(iii) Sea W el subespacio de C(0)[0, L] generado por S. Use el proceso de

Gram-Schmidt para encontrar una base ortonormal de W .
8.- Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K de dimensión finita. Sea

W < V donde dimKW = m y escribamos dimKV = n+m. Escoja una
base ortonormal de W , digamos {v1, ..., vm} y complete a una base de V ,
digamos B. Verifique que

M(πW ,B, {v1, ..., vm}) = (Im×m 0m×n)

9.- Considere R3 con el producto interior Euclidiano

< (x, y, z), (u, v, w) >= xu+ 2yv + zw

y el subespacio W generado por los vectores (0, 1, 0) y (0, 0, 1). Calcule el
vector de W más próximo a (1, 2, 3), es decir, πW (1, 2, 3).

10.- En R3[x] considere el producto interior Euclidiano

< p(x), q(x) >=

∫ 1

0
p(x)q(x) dx

(i) Calcule una base ortonormal de R3[x].
(ii) sea W =< 1, x2 >= {a + bx2 : a, b ∈ R}. Calcular el vector de W

más próximo a p(x) = 1 + x+ x2 + x3.
11.- En C(0)[0, L] considere el producto interior Euclidiano

< f(x), g(x) >=

∫ L

0
f(x)g(x) dx

y el conjunto

Sn = {1} ∪
{
cos(

2kπx

L
), sin(

2kπx

L
) : k = 1, 2, 3, ..., n

}

Sea Wn el subespacio generado por Sn. Determine el vector de Wn más
próximo a f ∈ C(0)[0, L].
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12.- Sea x = (x1 x2 · · · xn) ∈ M(n × 1;R), x 6= 0M(n×1;R), y considere la
matriz

Hx = I − 2
x tx
txx
∈M(n× n;R)

La matriz Hx es llamada una matriz de Householder . Verificar las si-
guientes propiedades :
(i) tHx = Hx = H−1

x ;
(ii) concluir que las columnas de Hx forman una base ortonormal para

M(n × 1;R) ;
(iii) (Interpretación geométrica) Identifiquemos M(n× 1;R) con Rn por

(y1 · · · yn)→ (y1, ..., yn)

El producto interior Euclidiano que usamos en Rn es el usual

< (y1, ..., yn), (z1, ...., zn) >=

n∑

j=1

yjzj

Sea W =< x >⊥< Rn y considre la función

Lx : Rn → Rn

que refleja cada y = (y1, ..., yn) ∈ Rn respecto al plano W ⊂ Rn, es
decir, tomamos la única línea Euclidiana ly que pasa por y y πW (y) y
definimos por Lx(y) como aquel punto de tal recta que se se encuentra
a la misma distancia de πW (y) que es diferente de y en el caso y /∈W .
En otras palabras, Lx no es nada más que la reflexión en W . Para cada
y ∈ Rn tenemos que

x = πW⊥(y) + πW (y)

Ver que

πW⊥(y) =
< y, x >

‖x‖2 x

Lx(y) = −πW⊥(y) + πW (y) = y − 2
< y, x >

‖x‖2 x = y − 2
x tx

‖x‖2 y = THx(y)

donde TA es la transformación lineal inducida por multiplicación por la
matriz A.

(iv) Consideremos la reflexión Lx, la cual tiene por el item anterior matriz
asociada Hx (en la base canónica {e1, ..., en}). Si y = x ± ‖x‖2e1,
entonces {L(y), e1} es un conjunto linealmente dependiente.

(v) Sea n = 3 y z = (1, 2, 3). Determine x 6= (0, 0, 0) de manera que
{Lx(z), e3} sea linealmente dependiente.



122 CAPÍTULO 13. ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERIOR

13.- En muchos modelos matemáticos (lineales) es necesario determinar pará-
metros específicos del modelo para aproximar la conducta real del fenó-
meno moelado (recordar el problema de ajuste lineal). En otras palabras,
tenemos dada una matrizA ∈ (n×m;R) y una matriz columna b ∈M(n×
1;R) y ahora queremos determinar una matriz columna x ∈M(m× 1;R)

de manera que Ax sea lo más próximo posible a b. Consideremos la trans-
formación lineal

TA :M(m× 1;R)→M(n× 1;R) : x 7→ Ax

Si b ∈ IM(TA), entonces sabemos que existe x tal que Ax = b. Pode-
mos usar el método de Gauss para encontrar x (en general no es único).

Si b /∈ IM(TA), entonces lo que buscamos es un vector de Im(TA) lo
más próximo a b, es decir, el vector πIm(TA)(b), donde estamos usando el
producto interior Euclidiano canónico en M(n × 1;R) dado por

< z,w >= tzw =
n∑

j=1

zjwj

luego,

πIm(TA)(b) =

n∑

j=1

< b, ej > ej

donde {e1, ..., en} es la base canónica que resulta ser ortonormal para este
producto Euclidiano. Ahora, uno utiliza el método de Gauss para encontrar
x tal que TA(x) = πIm(TA)(b).

Determinar un algoritmo computacional que permita resolver el pro-
blema anterior.

14.- Consideremos M(n× 1;R) con el producto interior Euclidiano canónico
en M(n× 1;R) dado por

< z,w >= tzw =

n∑

j=1

zjwj

Sea {v1, ..., vq} un conjunto linealmente independiente de M(n × 1;R)

y sea {w1, ..., wq} el conjunto ortonormal que se obtiene al usar el proceso
de Gram-Schmidt. Verificar la igualdad

(v1 · · · vq)n×q = (w1 · · · wq)n×q




1 s12 s13 · · · s1(q−1) s1q
0 1 s23 · · · s2(q−1) s2q
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0 1




q×q
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donde
sij =

< wi, vj >

‖wi‖2
Concluir que toda matriz A ∈M(n× q;R) puede escribirse de la forma

A = UT

donde U ∈ M(n × q;R) es una matriz cuyas columnas son mutualmente
ortogonales y T ∈M(q × q;R) es una matriz triangular superior.

15.- Sea K ⊂ C un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K con dimKV <

∞. Verificar que se puede construir un producto interior positivo definido
en V .

16.- Sea <,> un producto interior interior positivo definido sobre V y sea
L : V → V una transformación lineal tal que Lk = I para cierto k ∈
{1, 2, 3, ...}. Verificar que es posible construir un producto interior positivo
definido en V , digamos <,>L de manera que para todo v,w ∈ V vale la
igualdad

< L(v), L(w) >L=< v,w >L

17.- Sea <,> un producto interior positivo definido en V y sea W < V .
Supongam que L : V → V es una transformación lineal tal que para todo
v,w ∈ V vale la igualdad < L(v), L(w) >=< v,w >. Verificar que si
W es un subespacio invariante por L, entonces W⊥ también resulta ser un
subespacio invariante por L.





CAPÍTULO 14

PRODUCTOS INTERIORES Y FUNCIONES
DETERMINANTES

En este capítulo nuestros espacios vectoriales serán definidos sobre un cuerpo
K ⊂ R y dimensión finita ya que en tal caso los productos interiores positivo
definidos definen una autodualidad.

14.1. Funciones determinantes y productos interiores

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ R, de dimensión finita
dimKV = n, y sea <,> un producto interior positivo definido sobre V . En-
tonces, si escojemos una base de V , digamos B = {v1, ..., vn}, entonces tenemos
las siguientes propiedades :

(i) Podemos construir una base dual B∗ = {v∗1 , ..., v∗n} de V , es decir,

< vj , v
∗
k >=

{
1 j = k;

0 j 6= k

(ii) Si consideramos la función n-lineal

Φ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n veces

→ K : (w1, ...., wn) 7→ v∗1(w1) · · · v∗n(wn)

entonces la función

∆B =
∑

σ∈Sn

sign(σ)Φσ,

donde Φσ(w1, ..., wn) = Φ(wσ(1), ...., wσ(n)), es una función determinante
la cual satisface que

∆B(v1, ..., vn) = 1

(iii) Si ∆ es una función determinante en V , entonces sabemos que existe λ ∈
K tal que ∆ = λ∆B. Más aún, sabemos que si ∆ 6= 0, entonces existe una
base S de V de manera que ∆ = ∆S .
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Para cada u1, ..., un ∈ V , podemos construir una función determinante por

∆u1,...,un(w1, ..., wn) = det




< w1, u1 > · · · < w1, un >
...

...
...

< wn, u1 > · · · < wn, un >




luego, debe existir λ(u1, ..., un) ∈ K de manera que

∆u1,...,un(w1, ..., wn) = λ(u1, ..., un)∆B(w1, ..., wn)

En particular, tenemos que

λ(u1, ..., un) = ∆u1,...,un(v1, ..., vn) = det




< v1, u1 > · · · < v1, un >
...

...
...

< vn, u1 > · · · < vn, un >




y como consecuencia, vemos que

λ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n veces

→ K : (u1, ...., un) 7→ λ(u1, ..., un)

es también una función determinante y, debe existir α ∈ K tal que

λ(u1, ..., un) = α∆B(u1, ..., un)

Comno consecuencia de lo anterior, obtenemos la igualdad

det




< w1, u1 > · · · < w1, un >
...

...
...

< wn, u1 > · · · < wn, un >


 = α∆B(w1, ..., wn)∆B(u1, ..., un)

Por otro lado

α∆B(v1, ..., vn)∆B(v
∗
1 , ..., v

∗
n) = det




< v1, v
∗
1 > · · · < v1, v

∗
n >

...
...

...
< vn, v

∗
1 > · · · < vn, v

∗
n >


 = det(In×n) = 1

Si la base B es ortonormal, entonces tenemos que v∗j = vJ , en cuyo caso, de lo
anterior, obtenemos que α = 1.

Definición 14.1.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ R, de
dimensión finita dimKV = n, y sea <,> un producto interior positivo definido
sobre V . La matriz de Gram de una colección {w1, ..., wn} de vectores de V es




< w1, w1 > · · · < w1, wn >
...

...
...

< wn, w1 > · · · < wn, wn >
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Ejercicio 37. — Las filas de la matriz de Gram




< w1, w1 > · · · < w1, wn >
...

...
...

< wn, w1 > · · · < wn, wn >




son linealmente dependiente sí y sólo si el conjunto {w1, ..., wn} es linelamente

dependiente.

Todo lo anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 14.1.2. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ R, de

dimensión finita dimKV = n, y sea <,> un producto interior positivo definido

sobre V .

(i) Si B = {v1, ..., vn} es una base ortonormal, entonces

det




< w1, u1 > · · · < w1, un >
...

...
...

< wn, u1 > · · · < wn, un >


 = ∆B(w1, ..., wn)∆B(u1, ..., un)

(ii) El determinante de Gram de los vectores w1, ..., wn ∈ V satisface

G(w1, ..., wn) = DeltaB(w1, ..., wn)
2 ≥ 0

(iii) Si {w1, ..., wn} es un conjunto linealmente dependiente de V , entonces

G(w1, ..., wn) = 0.

(iv) Si {w1, ..., wn} es una base de V , entonces G(w1, ..., wn) > 0.

Ejemplo 14.1.3 (Volúmenes de paralilepípedos). — Sea V un espacio vectorial
sobre el cuerpo R, de dimensión finita dimRV = n, y sea <,> un producto inter-
ior Euclidiano sobre V . Sea {w1, ..., wn} una base de V . Entonces, el paralilepí-
pedo generado por tal base es

P (w1, ..., wn) =





n∑

j=1

αjwj : αj ∈ [0, 1]





El volúmen de P (w1, ..., wn) se define como

V ol(P (w1, ..., wn)) =
√
G(w1, ..., wn)
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14.2. Problemas

1.- Considere R2 con el producto interior Euclidiano natural

< (a, b), (c, d) >= ac+ bd

Sea {w1, w2} una base de R2 y sean

a = ‖w1‖2, b = ‖w2‖2, c = ‖w2 − w1‖, s =
1

2
(a+ b+ c)

Verificar que

V ol(P (w1, w2)) = 2
√
s(s− a)(s− b)(s − c)

2.- Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo R, de dimensión finita
dimRV = n, y sea <,> un producto interior Euclidiano sobre V . Verificar
la desigualdad :

G(w1, ..., wn) ≤ ‖w1‖2‖w2‖2 · · · ‖wn‖2

Ind : Tome una base ortonormal {v1, .., vn} de V con ‖vj‖ = ‖wj‖.
3.- (Desigualdad de Hadamard) Sean aij ∈ R. Verificar la desigualdad :

det




a11 · · · a1n
...

...
...

an1 · · · ann


 ≤

n∑

j=1

|a1j |2
n∑

j=1

|a2j |2 · · ·
n∑

j=1

‖anj‖2

Ind : Usar 2.- con V = Rn y el producto interior Euclidiano natural

< (a1, ..., an), (b1, ..., bn) >=

n∑

j=1

ajbj



CAPÍTULO 15

NORMAS DE TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean V yW espacios vectoriales sobre le mismo cuerpo K ⊂ C y supongamos
que tenemos productos interiores positivos definidos <,>V para V y <,>W para
W .En modelación, es importante entender el tamaño de las magnitudes de salida
de un proceso lineal

L : V →W

en términos de las magnitudes de las entradas. Para esto, uno compara estos dos
tipos de tamaños.

Definición 15.0.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ . Una
norma en V es una función

‖ ‖ : V → [0,+∞) : v 7→ ‖v‖

que satisface las siguiente propiedades :
(i) ‖v‖ ≥ 0, para todo v ∈ V ;
(ii) ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0V ;
(iii) ‖λv‖ = |λ|‖v‖, para todo v ∈ V y todo λ ∈ K .
(iv) (Desigualdad triangular) para todo par v,w ∈ V vale que

‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖

Ejemplo 15.0.2. — Cada producto interior positivo define una norma, pero exis-
ten normas que no provienen de productos interiores.

Definición 15.0.3. — Sean V y W espacios vectoriales sobre le mismo cuerpo
K ⊂ C y supongamos que tenemos normas ‖ ‖V para V y ‖ ‖W para W . Si
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L : V → W es una transformación lineal, entonces su norma, respecto a las
normas anteriores en V y W , es definida como :

‖L‖L(V,W ) = sup

{‖L(v)‖W
‖v‖V

: v ∈ V − {0V }
}

= sup {‖L(v)‖W : v ∈ V, ‖v‖V = 1}

Teorema 15.0.4. — Sean V , W y Z espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo

K ⊂ C, cada uno de ellos con una norma. Sean

L1, L2 : V →W

L3 : W → Z

transformaciones lineales de manera que ‖L1‖L(V,W ), ‖L2‖L(V,W ) y ‖L3‖L(W,Z)

son finitos. Entonces :

(i) ‖L1‖L(V,W ) ≥ 0 ;

(ii) ‖L1‖L(V,W ) = 0 ⇐⇒ L1 = 0L(V,W ) ;

(iii) si λ ∈ K , entonces ‖λL1‖L(V,W )‖ = |λ|‖L1‖L(V,W ) ;

(iv) ‖L1 + L2‖L(V,W ) = ‖L1‖L(V,W ) + ‖L2‖L(V,W ) ;

(v) si v ∈ V , entonces ‖L1(v)‖W ≤ ‖L1‖L(V,W )‖v‖V ;

(vi) ‖IV ‖L(V,V ) = 1 ;

(vii) ‖l3 ◦ L2‖L(V,Z) ≤ ‖L3‖L(W,Z)‖L2‖L(V,W ) ;

(viii) si V = W , entonces (de (vii)) tenemos que para todo k = 1, 2, 3, ...,

vale que

‖Lk
1‖L(V,V ) ≤ ‖L1‖kL(V,V )

Ejercicio 38. — Verificar las propiedades anteriores.

Ejercicio 39. — Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo

K ⊂ C, cada uno de ellos con una norma. Sea L(V,W )finito el subconjunto

de L(V,W ) formado de aquellas transformaciones lineales de norma finita.

Verificar que L(V,W )finito < L(V,W ).

Teorema 15.0.5. — Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo

K ⊂ C, cada uno de ellos con un producto interior positivo definido y V de

dimensión finita. Entonces, para todaL ∈ L(V,W ) se tiene que ‖L‖L(V,W ) <∞.

En particular, ‖ ‖L(V,W ) define una norma sobre el espacio vectorial L(V,W ).
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Demonstración. — Sea {v1, ..., vn} una base ortonormal de V . Si v ∈ V es tal
que ‖v‖V = 1, entonces, escribiendo v =

∑n
j=1 xjvj , tenemos que

1 = ‖v‖2 =< v, v >V =
n∑

j=1

x2j

En particular, tenemos que xj ∈ [−1, 1]. Ahora,

‖L(v)‖W = ‖
n∑

j=1

xjL(vj)‖ ≤
n∑

j=1

|xj|‖L(vj)‖W ≤
n∑

j=1

‖L(vj)‖W <∞

Ejemplo 15.0.6. — Consideremos los espacios vectoriales V = Rn y W = Rm,
ambos con el producto interior Euclidiano canónica, es decir

< x, y >V =
n∑

j=1

xjyj

< x, y >W=
m∑

j=1

xjyj

Sabemos que para toda transformación lineal

L : Rn → Rm : (x1, ..., xn) 7→ (y1, ..., ym)

existe una matriz A ∈M(n×m;R) de manera que



y1
...
ym


 = A




x1
...
xn




Podemos definir la norma de A como la norma de L, es decir,

‖A‖2 = ‖L‖L(Rn,Rm) = Máximo {‖L(x)‖Rm : ‖x‖Rn = 1}
Una fórmula para ‖A‖2 en términos de A involucrará ciertos números asocia-

dos a A, llamados valores propios, los cuales veremos en el próximo capítulo.

Observación 15.0.7. — En Rn uno puede utilizar las siguientes normas (que no
provienen de un producto interior) para la definición de la norma de una transfor-
mación lineal L : Rn → Rm

‖(x1, ..., xn)‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn|

‖(x1, ..., xn)‖∞ = Máximo{|x1|, ..., |xn|}
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En cada caso, cada una de ellas nos dará una norma para una matriz :

‖A‖∞ = Máximo





n∑

j=1

|aij | : 1 ≤ i ≤ m





‖A‖1 = Máximo

{
m∑

i=1

|aij | : 1 ≤ j ≤ n
}

Ejemplo 15.0.8. — Sea

A =

(
1 2

3 4

)

Entonces
‖A‖∞ = 7, ‖A‖1 = 6

¿Cuánto vale ‖A‖2 ?



CAPÍTULO 16

VALORES Y VECTORES PROPIOS

16.1. Introducción

Supongamos que tenemos una transformación lineal L : V → V , donde
dimKV = n, y tenemos el problema dinámico Av(j) = v(j+1), donde v(j) ∈ V .
Si escogemos una base B para V , entonces este problema se transforma en un pro-
blema matricial Ax(j) = x(j+1), donde A =M(L,B,B) y x(j) ∈M(n × 1;K).
Si podemos escoger la base B de manera que A tenga muchos ceros, entonces
tendremos menos problemas computacionales. En este capítulo comenzamos con
el estudio de busqueda de bases apropiadas de V que nos den matrices simples.

Supongamos que podemos encontrar W < V , W 6= V , que sea un subespacio
invariante por L. Si escogemos una base de W y la completamos a una base de
V , entonces la representación matricial de L en tal base tendrá la forma

A =

(
A1 A2

0 A3

)

donde A1 es una matriz cuadrada de tamaño igual a dimKW , A3 es una matriz
cuadrada de tamaño igual a dimKV − dimKW y A2 es una matriz de tamaño
dimKW × (dimKV − dimKW ). Luego, nuestra estrategia será encontrar subes-
pacios invariantes por L.

Ejercicio 40. — Sea L : V → V un isomorfismo y W < V un subespacio

invariante por L. Si dimKV < ∞, verificar que L : W → W es también un

isomorfismo. ¿Qué pasa si dimKV =∞ ?

16.2. Valores y vectores propios
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Definición 16.2.1. — Sea L : V → V una transformación lineal, donde V es
un espacio vectorial sobnre algún cuerpo K . Un vector propio de L es un vector
v ∈ V − {0V } para el cual existe un escalar λ ∈ K , llamado un valor propio
de L, satisfaciendo la igualdad L(v) = λv. Denotaremos por SpecK(L) ⊂ K al
conjunto de los valores propios de L en K y por Vλ al subespacio de V generado
por los vectores propios de L respecto al valor propio λ ∈ K .

Es importante tener en cuenta el cuerpo sobre el cual estamos trabajando cu-
nado queremos ver los valores propios. El siguiente ejemplo muestra el por que.

Ejemplo 16.2.2. — Consideremos el cuerpo C y la función L : C → C : z 7→
e2πi/3z.

Si consideramos C como un espacio vectorial sobre C, entonces tenemos que
L es una transformación lineal (de hecho un isomorfismo). En este caso tenemos
que

Spec(L) = {e2πi/3}
También podemos ver C como un espacio vectorial sobre R, en cuyo caso te-

nemos que L es un isomorfismo lineal, pero

SpecR(L) = ∅

Teorema 16.2.3. — Sean λ1 6= λ2 ∈ K valores propios diferentes para la trans-

formación lineal L : V → V . Si Sj ⊂ Vλj
es un conjunto linealmente indepen-

diente, entonces S1 ∪ S2 es también un conjunto linealmete independiente.

Demonstración. — Sean v1, ..., vn ∈ S1, w1, ..., wm ∈ S2 y consideremos esca-
lares α1, ..., αn, β1, ..., βm ∈ K de manera que

(1)

n∑

j=1

αjvj +

m∑

r=1

βrwr = 0V

Si evaluamos (1) por L obtenemos

(2) λ1

n∑

j=1

αjvj + λ2

m∑

r=1

βrwr = 0V

Al multiplicar (1) por λ2 y restarselo a (2) nos da

(3) (λ1 − λ2)
n∑

j=1

αjvj = 0V

Como S1 es un conjunto linealmente independiente, debemos tener que

(λ1 − λ2)αj = 0
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pero como λ1 6= λ2, esto obliga a tener αj = 0, para todo j = 1, .., n.
Ahora, ecuación (1) y la condición que S2 es un conjunto linealmente indepen-

diente, nos da que βj = 0 para todo j = 1, ...,m.

Corolario 16.2.4. — Sea L : V → V una transformación lineal y sea, para cada

λ ∈ SpecK(L), Bλ una base de Vλ. Entonces,
⋃

λ∈SpecK(L)

Bλ

es un conjunto linealmente independiente de V .

Es claro de la definición que si v ∈ V − {0V } es un vector propio de L, con
valor propio λ ∈ K , entonces W =< v > es un subespacio invariante por L. Al
completar {v} a una base de V tendremos que su representación matricial será de
la forma siguiente :

A =

(
λ A2

0 A3

)

donde A3 es una matriz cuadrada de tamaño igual a (dimKV − 1) y A2 es una
matriz de tamaño 1× (dimKV − 1).

Nuestro siguiente problema será el poder determinar los vectores y valores pro-
pios de L. Partamos observando que si v ∈ V − {0V } es un vector propio de L,
con valor propio λ ∈ K , entonces v ∈ Ker(L− λI). Recíprocamente, todo vec-
tor no cero de Ker(L−λI) es un vector propio de L con valor propio λ. Así, para
determinar los valores propios de L debemos buscar todos los escalares λ ∈ K de
manera que la transformación lineal L− λI : V → V no es inyectiva.

16.3. Caso de dimensión finita

Ahora, en el caso que dimKV = n, tenemos que a transformación lineal
L − λI : V → V no es inyectiva sí y sólo si no es un isomorfismo, lo cual
es equivalente a tener que el determinante de ella es cero, es decir, tenenos la
siguiente descripción.

Teorema 16.3.1. — Sea L : V → V una transformación lineal donde V es un

espacio vectorial de dimesión finita sobre un cuerpo K . Los valores propios de L

en K son exáctamente aquellos λinK que satisfacen que det(L − λI) = 0. Los

vectores propios de L, respecto al valor propio λ ∈ K , son aquellos vectores no

cero de Ker(L− λI).
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Por la definición de una matriz, lo anterior puede escribirse de la siguiente
manera.

Teorema 16.3.2. — Sea L : V → V una transformación lineal donde V es un

espacio vectorial de dimesión finita, digamos dimKV = n, sobre un cuerpo K .

Sea B = {v1, ..., vn} una base de V y sea A = M(L,B,B). Si escogemos el

isomorfismo natural

φ : V →M(n× 1;K) :
n∑

j=1

xjvj 7→




x1
...

xn




entonces λ ∈ es valor propio de L sí y sólo si existe x ∈ M(n × 1;K), x 6= 0,

tal que Ax = λx, lo cual es equivalente a tener que det(A − λI) = 0, es decir,

tenemos la igualdad

SpecK(L) = SpecK(A)

Los vectores propios de L, respecto al valor propio λ ∈ K , son de la forma∑n
j=1 xjvj donde

x =




x1
...

xn


 ∈M(n× 1;K)

satisface Ax = λx.

Definición 16.3.3. — Sea L : V → V una transformación lineal donde V es un
espacio vectorial de dimesión finita, digamos dimKV = n, sobre un cuerpo K .
El polinomio

χL(λ) = det(L− λI), λ ∈ K
es llamado el polinomio característico de L. De manera similar, si A ∈ M(n ×
n;K), entonces el polinomio

χA(λ) = det(A− λI), λ ∈ K
es llamado el polinomio característico de A.

Usando la fórmula explícita que tiene un determinante (ver el capítulo de de-
terminantes) se puede observar el siguiente hecho.

Teorema 16.3.4. — Sea L : V → V una transformación lineal donde V es

un espacio vectorial de dimesión finita, digamos dimKV = n, sobre un cuerpo
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K . Entonces el polinomio característico χL es un polinomio de grado n. Simi-

larmente, si A ∈ M(n × n;K), entonces el polinomio característico χA es un

polinomio de grado n.

Ejercicio 41. — Sea L : V → V una transformación lineal donde V es un

espacio vectorial de dimesión finita, digamos dimKV = n, sobre un cuerpo K .

Sea B = {v1, ..., vn} una base de V y sea A =M(L,B,B). Verificar que

χL(λ) = χA(λ)

Observación 16.3.5. — Recordemos que una de las propiedades del determi-
nante es que

det(AB) = det(A) det(B),

de donde vemos que para toda matriz invertible C vale que

det(CAC−1) = det(A)

De esta manera, un cambio de base de V cambia la matriz que representa L,
pero el polinomio característico no cambia.

Lo anterior nos dice que para calcular los valores propios de L ó una matriz
cuadrada A, debemos calcular los ceros de un polinomio en una variable.

Ejemplo 16.3.6. — Sea

A =




0.8 0.2 0.1

0.1 0.7 0.3

0.1 0.1 0.6


 ∈M(3 × 3;R)

Podemos mirar A como la transformación lineal

L :M(3× 1;R)→M(3× 1;R) : x 7→ Ax

donde A es su representación matricial en la base canónica de M(3× 1;R)

Bcan =



e1 =




1

0

0


 , e2 =




0

1

0


 , e3 =




0

0

1







es decir,

A =M(L,Bcan,Bcan)
En este caso

χA(λ) = −(λ− 0.5)(λ − 0.6)(λ − 1)
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Luego, A tiene 3 valores propios diferentes, es decir,

SpecR(A) = {λ1 = 0.5, λ2 = 0.6, λ3 = 1}
Si escogemos

x =




1

−2
1


 , y =




1

−1
0


 , z =




9

7

4


 ,

entonces vemos que x es vector propio para el valor propio λ1, y es vector propio
para el valor propio λ2 y z es vector propio para el valor propio λ3.

Observemos que B = {x, y, z} es una base de M(3× 1;R) y que

B =M(L;B,B) =




0.5 0 0

0 0.6 0

0 0 1




En otras palabras, si C =M(I,B,Bcan), entonces

B = C−1AC

Ejercicio 42. — En el ejemplo anterior calcule C y determine el valor de

lim
k→∞

Ak

y resuelva el problema 3.1.

Ejercicio 43 (Un modelo predador-presa). — Sean dos poblaciones, una de el-

las es predadora y la otra es la presa. Denotemos el tamño de la población preda-

dora en el tiempo k ∈ {0, 1, 2, 3, ...} por xk y por yk el tamaño al mismo tiempo

de la población presa.

Supongamos que las presas, sin la presencia de de depredadores, tienen una

tasa de natalidad que excede a la tasa de mortandad, digamos yk+1 = 1.5yk.

En forma análoga, supongamos que los depredadores, sin la presencia de presas,

tienden a morir, digamso xk+1 = 0.5xk .

Supongamos también que en la presencia de presas los depredadores incre-

mentan su población de manera proporcional al número de presas devoradas,

digamos xk+1 = 0.5xk + 0.3yk. En este caso, la población de presas disminuye,

es decir, yk+1 = 1.5yk + cxk, donde c ∈ R es alguna constante a determinar.

El modelo es entonces dado por
(

0.5 0.3

c 1.5

)

︸ ︷︷ ︸
A

(
xk
yk

)
=

(
xk+1

yk+1

)
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Determinar los valores y vectores propios de A.

Ejercicio 44. — Algunos modelos básicos de resortes ó circuitos dan ecuaciones

diferenciales ordinarias lineales, por ejemplo,

x′′ + ax′ + bx = c

Este es un tipo especial de un sistema lineal

y′ = Ay,

donde

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

y =

(
y1
y2

)

y′ =

(
y′1
y′2

)

Los valores propios y vectores propios deA permiten determinar las soluciones

del sistema diferencial anterior. Describa estas.

16.4. Involuciones

En esta sección mostraremos como construir representaciones matriciales
simples para el caso de isomorfismos de orden dos.

Definición 16.4.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K , no ne-
cesariamente de dimensión finita. Una involución es una transformación lineal
L : V → V tal que L2 = I .

Consideremos una involución L : V → V . La condición L2 = I nos dice que
L = L−1, es decir, L es un isomorfismo, y en particular, 0 /∈ SpecK(L).

Si λ ∈ SpecK(L), y v ∈ V − {0V } es vector propio asociado a λ, entonces
tenemos que

v = L2(v) = L(L(v)) = A(λv) = λL(v) = λ2v

de donde vemos que

SpecK(L) ⊂ {1,−1}
(i) Si para todo v ∈ V vale que L(v) = v, entonces L = I y SpecK(L) = {1}.
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(ii) Supongamos que ∀v ∈ V − {0V } tal que L(v) 6= v, en particular, 1 /∈
SpecK(L). Si v ∈ V − {0V }, entonces w = v − L(v) 6= 0V y vemos que
L(w) = −w, es decir, −1 ∈ SpecK(L) y luego tenemos que SpecK(L) =

{−1}. Ahora, si v ∈ V − {0V }, tenemos que

L(v + L(v)) = L(v) + L2(v) = L(v) + v = v + L(v)

Como 1 /∈ SpecK(L), debemos entonces tener que para todo v ∈ V vale
que v + L(v) = 0V , es decir, L = −I .

(iii) Supongamos ahora que existen vectores v,w ∈ V − {0V } tales que
L(v) = v y L(w) = −w, luego,

SpecK(L) = {1,−1}

En este caso tenemos los subespacios de V siguientes :

V1 = {v ∈ V : L(v) = v}

V−1 = {v ∈ V : L(v) = −v}
que corresponden a los vectores propios de 1 y −1, respectivamente. Es
claro que tenemos que V1 ∩ V−1 = {0V }. Además, tenemos que para todo
v ∈ V existen únicos vectores v1 ∈ V1, v2 ∈ V−1 tales que v = v1 + v2.
En efecto,

v1 =
1

2
(v +A(v))

v2 =
1

2
(v −A(v))

Luego tenemos que V = V1 ⊕ V−1, es decir, si escogemos una base de
V1 y una base de V−1, entonces su unión nos da una base BA de V . De esta
manera, hemos descompuesto V en suma de los dos subespacios propios,
es decir,

V = V1 ⊕ V−1

16.4.1. Caso dimKV <∞. — En caso que además tenemos que dimKV <∞,
lo hecho anteriormente nos produce una base B de V (escogiendo una base de
cada Vi y luego uniendolas) de manera que la representación de A es de la forma
siguiente :

M(L,B,B) =
(
Ip 0

0 −Iq

)

donde p = dimKV1 y q = dimKV−1.
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16.5. Par de involuciones que conmutan : Grupo de Klein

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpoK , no necesariamente de dimensión
finita, y sean L, T : V → V transformaciones lineales tales que

L2 = T 2 = (L ◦ T )2 = I

Ejercicio 45. — Verificar que, con la regla de composición, el grupo generado

por L y T es isomorfo al grupo de Klein Z2
2.

De lo hecho anterioremente, vemos que V = V1 ⊕ V2, donde

V1 = {v ∈ V : L(v) = v}, V2 = {v ∈ V : L(v) = −v}

Ahora, si v ∈ V1, entonces tenemos que

L(T (v)) = T (L(v)) = T (v),

es decir, V1 es un subespacio invariante por T . Similarmente, si v ∈ V2, entonces
tenemos que

L(T (v)) = T (L(v)) = T (−v) = −T (v),
es decir, V2 es un subespacio invariante por T .

Luego, tenemos isomorfismos

T : Vj → Vj

donde T 2 = I . Si procedemos como lo hicimos para L y V , podemos ver que si

Vj1 = {v ∈ Vj : T (v) = v}

Vj2 = {v ∈ Vj : T (v) = −v}
entonces

Vj = Vj1 ⊕ Vj2
y en particular,

V = V11 ⊕ V12 ⊕ V21 ⊕ V22
donde cada Vij es un subespacio invariante tanto por L como por T . En V11 te-
nemos que L y T actúan como la identidad, en V12 tenemos que L actúa como la
identidad y T actúa por multiplicación por −1, en V21 tenemos que T actúa como
la identidad y L actúa por multiplicación por −1 y en V12 tenemos que L y T
actúan por multiplicación por −1.
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16.5.1. Caso dimKV <∞. — En caso que además tenemos que dimKV <∞,
lo hecho anteriormente nos produce una base B de V (escogiendo una base de
cada Vij y luego uniendolas) de manera que las representaciones de L y T son de
la forma siguiente :

M(L,B,B) =




Ip 0 0 0

0 Iq 0 0

0 0 −Ir 0

0 0 0 −Is




M(T,B,B) =




Ip 0 0 0

0 −Iq 0 0

0 0 Ir 0

0 0 0 −Is




donde p = dimKV11, q = dimKV12, r = dimKV21 y s = dimKV22.

Ejercicio 46. — Generalizar la construcción anterior para el caso en que te-

nemos transformaciones lineales L1, ...., Ln : V → V , tales que L2
j = I y

Lj ◦ Li = Li ◦ Lj para todo i, j.

16.6. Problemas

1.- Sea A ∈M(n× n;K). Concluir que SpecK(tA) = SpecK(A).
2.- Calcular los valores propios de la matriz

A =




1 2 3

2 1 2

3 2 1




3.- Sea A ∈M(n× n;C). Concluir que SpecC(A) = SpecC(A).
4.- Concluir de 1.- y 3.- que si A ∈ M(n × n;C) tal que tA = A, entonces

SpecC(A) = SpecR(A).
5.- Sea A ∈ M(n × n;K). Verificar que el coeficiente de tn del polinomio

característico χA(t) es −1, que el coeficiente de tn−1 es (−1)n−1Tr(A),
donde Tr(A) es la traza de A y que el coeficiente de t0 es det().

6.- Dar un ejemplo de una matriz A ∈ M(2 × 2;C) que no tenga valores
propios reales.

7.- Verificar que si A ∈M(n× n;C), entonces SpecC(A) 6= ∅.
8.- Sea A ∈ GL(n;K). verificar que

χA−1(t) = (−t)ndet(A−1)χA(t
−1)
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Concluir que

λ ∈ SpecK(A) ⇐⇒ λ−1 ∈ SpecK(A−1)

9.- Sean α, β, γ ∈ R. Verifique que los valores propios de la matriz real
(
α β

β γ

)

son reales.
10.- Sea A ∈ M(n × n;K) tal que Ak = 0 para cierto k ∈ {1, 2, 3, ...}

(decimos que A es una matriz nilpotente ). Concluir que χA(t) = (−t)n.
Ind : Si λ ∈ SpecK(A), entonces λk ∈ SpecK(Ak).

11.- Sean V un espacio vectorial sobre el cuerpo K , de dimensión finita y L :

V → V una transformación lineal. Sea W < V un subespacio invariante
por L. Considere la restricción de L a W , denotada por LW : W → W ,
el espacio vectorial cociente V/W y la proyección πW : V → V/W .
Verifique que :
(i) LW dada por

L̂W : V/W → V/W : πW (v) 7→ πW (LW (v))

está bién definida y que es una transformación lineal.
(ii) χL(t) = χLW

(t) · χ
L̂W

(t).

(iii) Concluir que siW = Ker(L), entonces χL(t) = (−t)dimK(Ker(L))χ
L̂W

(t).
12.- Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Verificar que si L,N :

V → V son transformaciones lineales, entonces

χL◦N = χN◦L

Ind : Suponga primero que L es invertible.





CAPÍTULO 17

TRANSFORMACIONES LINEALES Y PRODUCTO
INTERIOR

En este capítulo todos los espacios vectoriales son de dimensión finita y que
están definida sobre un subcuerpo de R. Bajo estos supuestos, podemos dotar
a cada uno de esos espacios de un productor interior positivo definido el cual
permite dar una autodualidad del espacio.

Si tenemos un espacio vectorial V definido sobre un cuerpo K ⊂ R con un
producto interior positivo definido <,>, entonces <,> nos da una dualidad de V
consigo mismo. Esto nos da una transformación lineal inyectiva

QV : V → V ∗ : v 7→< v, · >=< ·, v >

Si además dimKV < ∞, entonces QV : V → V ∗ es un isomorfismo, el cual
nos daba el teorema de representación de Riez.

Usaremos técnicas de productos interiores para obtener representaciones ma-
triciales simples de algunas transformaciones lineales.

17.1. La transformación adjunta

Consideremos una transformación lineal L : V → W , donde V y W son
espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K ⊂ R, ambos de dimensión finita.
Sean <,>V un producto interior positivo definido sobre V y <,>W un producto
interior positivo definido sobre W .

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

V
L−−−−→ W

yQV

yQW

V ∗ ←−−−−
L∗

W ∗
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donde

QV : V → V ∗ : v 7→< ·, v >V

QW : W →W ∗ : w 7→< ·, w >W

L∗ :W ∗ → V ∗ : ψ 7→ L∗(ψ) = ψ ◦ L

Definición 17.1.1. — La transformación Ladj = Q−1
V ◦ L∗ ◦ QW es llamada la

transformación adjunta de L, respecto a los productos interiores positivos defini-
dos dados.

Recuerde que cuando vimos dualidades hemos definido la transformación dual
de L, como una transformación lineal L◦ :W → V tal que

< L(v), w >W=< v,L◦(w) >V

Teorema 17.1.2. — Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo

K ⊂ R, ambos de dimensión finita. Sean <,>V un producto interior positivo

definido sobre V y <,>W un producto interior positivo definido sobre W . Si

L : V →W es una transformación lineal, entonces la transformación adjunta de

L es dual de L, es decir,

< L(v), w >W=< v,Ladj(w) >V , ∀w ∈W,∀v ∈ V

Demonstración. — Para w ∈W , tenemos que

L∗ ◦QW (w) = QV ◦ Ladj(w)

Luego, para todo v ∈ V vale que

L∗ ◦QW (w)(v) = QV ◦ Ladj(w)(v)

es decir

< w,L(v) >W=< L(v), w >W=< v,Ladj(w) >V =< Ladj(w), v >V , ∀w ∈W,∀v ∈ V

Corolario 17.1.3. — Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo

K ⊂ R, ambos de dimensión finita. Sean <,>V un producto interior positivo

definido sobre V y <,>W un producto interior positivo definido sobre W . Si

L : V →W es una transformación lineal, entonces

(Ladj)adj = L
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Demonstración. — Basta ver que

< Ladj(w), v >V=< w,L(v) >W

Teorema 17.1.4. — Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo

K ⊂ R, ambos de dimensión finita. Sean <,>V un producto interior positivo

definido sobre V y <,>W un producto interior positivo definido sobre W . Si

L : V →W es una transformación lineal, entonces

Ker(Ladj) = Im(L)⊥

Im(Ladj) = Ker(L)⊥

Ker(L) = Im(Ladj)⊥

Im(L) = Ker(Ladj)⊥

Demonstración. — Ya que Ladj es dual a L y tenemos dimensión finita, esto es
consecuencia del teorema 10.5.3. Una demostración diferente puede ser dada de
la siguinete manera. Si v ∈ Ker(L), entonces tenemos que para todo w ∈ W

vale que
0 =< w,L(v) >W=< Ladj(w), v >V

de donde obtenemos que v ∈ Im(Ladj)⊥, es decir, tenemos que

Ker(L) < Im(Ladj)⊥

De manera similar, usando el hecho que L = (Ladj)adj , tenemos

Ker(Ladj) < Im(L)⊥

Ahora, lo anterior nos asegura que

dimKIm(L) = dimKV −dimKKer(L) = dimKKer(L)
⊥ ≥ dimKIm(Ladj)

es decir
dimKIm(L) ≥ dimKIm(Ladj) (∗)

De manera similar, usando la igualdad L = (Ladj)adj ,

dimKIm(Ladj) ≥ dimKIm(L) (∗∗)
Luego, (∗) y (∗∗) aseguran que

dimKIm(L) = dimKIm(Ladj)

Usando esta última igualdad tenemos que

dimKKer(L) = dimKV−dimKIm(L) = dimKV−dimKIm(Ladj) = dimKIm(Ladj)⊥

de donde ahora podemos concluir que

Ker(L) = Im(Ladj)⊥
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Las otras igualdades se obtienen de manera análoga.

17.2. Representación matricial

Ahora veremos como se relacionan las matrices de L y Ladj una vez fijadas
bases de V y W . Sean

BV = {v1, ..., vn}
una base ortonormal de V y

BW = {w1, ..., wm}
una base ortonormal de W . Podemos entonces calcular las representaciones ma-
triciales

M(L,BV ,BW ) = (αij)m×n

M(Ladj ,BW ,BV ) = (βij)n×n

De esta manera tenemos que




L(vj) = α1jw1 + · · · + αmjwm

Ladj(wj) = β1jv1 + · · ·+ βnjvn

Usando la igualdad

βjk =< vj , L
adj(wk) >V =< L(vj), wk >W= αkj

obtenemos que
M(L,BV ,BW ) = tM(Ladj ,BW ,BV )

Ejemplo 17.2.1. — Sea

L : R2[x]→ R : a+ bx+ cx2 7→ a

Si consideramos los siguientes productos interiores positivos definidos

< p(x), q(x) >R2[x]=

∫ 1

0
p(x)q(x) dx

< a, b >R= ab

entonces
Ladj : R→ L : R2[x]

debe satisfacer que

< Ladj(a), p(x) >R2[x]=< a,L(p(x)) >R

Escojamos las siguientes bases de R2[x] y R

B1 = {1, x, x2}
B2 = {1}
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No es dificil ver que en estas bases tenemos :

M(L,B1,B2) = (1 0 0)

Observemos que hemos escogido una base que no es ortonormal para R2[x],
luego no es verdad en general que M(Ladj ,B2,B1) deba ser la transpuesta de la
anterior.

Si Ladj(1) = a+ bx+ cx2, entonces :

< Ladj(1), 1 >R2[x]=< 1, L(1) >R=< 1, 1 >R= 1

es decir,
a+ b/2 + c/3 = 1

< Ladj(1), x >R2[x]=< 1, L(x) >R=< 1, 0 >R= 0

es decir,
a/2 + b/2 + c/2 = 0

< Ladj(1), x2 >R2[x]=< 1, L(x2) >R=< 1, 0 >R= 0

es decir,
a/3 + b/4 + c/5 = 0

Luego,
a = 9, b = −36, c = 30

en otras palabras,

Ladj : R→ R2[x] : λ 7→ 9λ− 36λx + 30λx2

y

M(Ladj ,B2,B1) =




9

−36
30




Calcule, por el proceso de Gram-Schmidt, una base ortonormal para R2[x] y
compare la matriz anterior con la matriz de cambio de base.

17.3. Caso V =W

Supongamos ahora que tenemos un espacio vectorial V son sobre cuerpos K ⊂
R y de dimensión finita, con un producto interior positivo definido.

Si tenemos una transformación lineal L : V → V , entonces tenemos la trans-
formación lineal adjunta

Ladj : V → V

junto a las propiedades
Ker(Ladj) = Im(L)⊥
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Im(Ladj) = Ker(L)⊥

Además, si B = {v1, ..., vn} es una base ortonormal de V , entonces tenemos
la igualdad

M(Ladj ,B,B) = tM(L,B,B) (⋆)

En particular, esto nos dice que

SpecK(L) = SpecK(Ladj)

Definición 17.3.1. — Sea V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ R y
de dimensión finita y<,> un producto interior Euclideano en V . Sea L : V → V

una transformación lineal.
(i) Diremos que L es simétrica si L = Ladj , es decir, si para una base ortonor-

mal (luego para cualquiera) B de V vale la igualdad

M(Ladj ,B,B) =M(L,B,B)
(ii) Diremos que L es antisimétrica si −L = Ladj , es decir, si para una base

ortonormal (luego para cualquiera) B de V vale la igualdad

M(Ladj ,B,B) = −M(L,B,B)

Teorema 17.3.2. — Sea L : V → V una transformación lineal, donde V es un

espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ R y de dimensión finita.

(i) L es simétrica para algún producto positivo definido en V sí y sólo si
tM(L,B,B) = M(L,B,B), para alguna (luego para cualquiera) base

B de V .

(i) L es antisimétrica para algún producto positivo definido en sí y sólo

si tM(L,B,B) = −M(L,B,B), para alguna (luego, para cual-

quiera)cualquier base B de V .

Demonstración. — Una de las direcciones es trivial de la definición y la igualdad
(⋆).

Para ver la otra dirección, basta observar que dada una base B de V es posible
construir un producto interior positivo definido para V que hace de B una base
ortonormal.

Observación 17.3.3. — Observemos que el resultado anterior nos permite defi-
nir transformaciones simétricas ó antisimétricas de manera independiente a un
producto interior positivo definido.
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Teorema 17.3.4. — Sea L : V → V una transformación lineal, donde V es un

espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ R y de dimensión finita, y <,> un pro-

ducto interior positivo definido sobre V . Si λ1, λ2 ∈ SpecK(L) = SpecK(Ladj)

son tales que λ1 6= λ2, entonces si V L
λ1

denota el espacio propio de L respecto a

λ y y V Ladj

λ2
denota el espacio propio de Ladj respecto a λ2, entonces tenemos que

V L
λ1

y V Ladj

λ2
son ortogonales.

Demonstración. — Si v1 ∈ V L
λ1

y v2 ∈ V Ladj

λ1
, entonces

λ1 < v1, v2 >=< L(v1), v2 >=< v1, L
adj(v2) >= λ2 < v1, v2 >

es decir

(λ1 − λ2) < v1, v2 >= 0

y como λ1 6= λ2, entonces

< v1, v2 >= 0

Corolario 17.3.5. — Sea L : V → V una transformación lineal simétrica,

donde V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ R y de dimensión fi-

nita, y <,> un producto interior positivo definido sobre V . Entonces, espacios

propios asociados a valores propios diferentes son ortogonales.

Teorema 17.3.6. — Sea L : V → V una transformación lineal antisimétrica,

donde V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K ⊂ R y de dimensión finita, y

<,> un producto interior positivo definido sobre V . Entonces

SpecK(L) = {0}

Demonstración. — Como Ladj = −L, tenemos la igualdad

< L(v), w >=< v,−L(w) >, ∀v,w ∈ V

Si λ ∈ SpecK(L) y v ∈ Vλ − {0V }, es decir, L(v) = λv, entonces

λ < v, v >=< λv, v >=< L(v), v >=< v,Ladj(v) >=< v,−L(v) >= −λ < v, v >

de donde obtenemos que λ = 0.
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17.4. Isomorfismos de orden finito

En esta sección daremos una representación matricial simple se isomorfismos
de orden finito. Recuerde que para aquellas de orden dos (involuciones) ya lo
hemos hecho en el capítulo anterior).

Definición 17.4.1. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . Una trans-
formación lineal L : V → V es llamada de orden finita si existe un entero positivo
k ∈ {2, 3, ..., } tal que Lk = I . El menor entero positivo k con tal propiedad es
llamado el orden de L y decimos que L tiene orden k.

Teorema 17.4.2. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . Si L : V →
V es una transformación lineal L : V → V de orden finito, entonces L es un

isomorfismo.

Demonstración. — Supongamos que tenemos una transformación de orden k ∈
{1, 2, 3, ...}, digamos L : V → V . Entonces vemos que L es necesariamente un
isomorfismo ya que L−1 = Lk−1.

Teorema 17.4.3. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . Si L : V →
V es una transformación lineal L : V → V de orden finito k, entonces

SpecK(L) ⊂ {λ ∈ K : λk = 1}
Demonstración. — Supongamos que λ ∈ SpecK(L). Entonces, si v ∈ V −{0V }
es vector propio asociado a λ, entonces vemos que

v = Lk(v) = Lk−1(L(v)) = Lk−1(λv) = λLk−1(v)

de donde podemos obtener de manera inductiva que

λk = 1

Ejemplo 17.4.4. — Si tomamos k = 3, entonces tenemos que :
(i) Si K ∈ {Q,R}, entonces SpectK(L) ⊂ {1}.
(ii) Si K = C, entonces SpecC(L) ⊂ {1, e2πi/3, e4πi/3}.
(iii) Sea α = e2πi/3 y K = Q(α) = {abα+ cα2 : a, b, c ∈ Q}, entonces K es

un cuerpo y SpecK(L) ⊂ {1, e2πi/3, e4πi/3}.

Ejercicio 47. — Sea L : V → V una transformación de orden finito. ¿Qué

puede decir sobre SpecK(L) en el caso que K = Zp, p un primo ?
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Si V es espacio vectorial sobre K con dimKV < ∞, entonces podemos
construir un producto interior positivo definido <,> en V . En presencia de una
transformación lineal de orden finito, tenemos la siguiente propiedad.

Teorema 17.4.5. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K , con

dimKV < ∞ y L : V → V una transformación lineal L : V → V de orden

finito k. Sea <,> un producto interior positivo definido sobre V y defina

< v,w >L=

k∑

j=1

< Lj(v), Lj(w) >

(i) <,>L es un producto interior positivo definido.

(ii) < L(v), L(w) >L=< v,w >L, para todo v,w ∈ V .

Observación 17.4.6. — La transformación L resulta ser una isometría para el
producto interior <,>L. En una sección más abajo estudiaremos este tipo de
transformaciones lineales. Por el momento, veamos este caso particular de ellas
(isometrías de orden finito.

Ejercicio 48. — Verificar la proposición 17.4.5.

Teorema 17.4.7. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K , con

dimKV < ∞ y L : V → V una transformación lineal L : V → V de orden

finito k. Entonces existe una base B de V de manera que

M(L,B,B) =




A1 0 0 0

0 A2 0 0
...

...
...

...

0 0 Ap−1 0

0 0 0 Ap




donde

(i) Aj es un valor propio de L ; ó bién

(ii) una matriz cuadrada de la forma

Aj =




0 0 · · · 0 0 ∗
1 0 · · · 0 0 ∗
0 1 · · · 0 0 ∗
...

...
...

...
...

...

0 0 · · · 1 0 ∗
0 0 · · · 0 1 ∗
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donde debemos tener que Ak
j = I .

Demonstración. — El caso k = 1 asegura que L = I . El caso k = 2, es decir
cuando L es una involución, ya fué estudiado. De ahora en adelante suponemos
k ≥ 3 y L 6= I .

Sea v1 ∈ V − {0V } y consideremos el subconjunto de V dado por

{v1, L(v1), L2(v1), ...., L
k−1(v1)}

entonces podemos encontrar l1 ∈ {1, 2, 3, ..., k − 1} de manera que

S1 = {v1, L(v1), L2(v1), ...., L
l1(v1)}

es conjunto linealmente independiente y

{v1, L(v1), L2(v1), ...., L
l1+1(v1)}

es un conjunto linealmente dependiente.
Sea V1 el espacio generado por S1 y consideremos V ⊥

1 . Por construcción vemos
que V1 es un subespacio invariante por L. la condición (ii) de la proposición 17.4.5
permite asegurar que V ⊥

1 es también un subespacio invariante por L. Recordemos
que

dimKV = dimKV1 + dimKV
⊥
1

Ahora, consideramos un vector v2 ∈ V ⊥
1 − {0V } y procedemos de la misma

manera como para v1, es decir, consideremos el subconjunto de V ⊥
1 dado por

{v2, L(v2), L2(v2), ...., L
k−1(v2)}

entonces podemos encontrar l2 ∈ {1, 2, 3, ..., k − 1} de manera que

S1 = {v, L(v), L2(v), ...., Ll2 (v)}

es conjunto linealmente independiente y

{v, L(v), L2(v), ...., Ll2+1(v)}

es un conjunto linealmente dependiente.
Sea V2 el subespacio generado por S2 y consideremos el subespacio V ⊥

2 ∩V ⊥
1 .

Tenemos que

dimKV
⊥
1 = dimKV2 + dimKV

⊥
2 ∩ V ⊥

1

Ahora tenemos que V ⊥
2 ∩ V ⊥

1 es un subespacio invariante por L y procedemos
con este subspacio como antes. Ya que dimKV < ∞, tenemos que este proceso
debe parar después de un número finito de pasos. Al final, obtenemos una base B
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de V de manera que

M(L,B,B) =




A1 0 0 0

0 A2 0 0
...

...
...

...
0 0 Ap−1 0

0 0 0 Ap




donde
(i) Aj es un valor propio de L ; ó bién
(ii) una matriz cuadrada de la forma

Aj =




0 0 · · · 0 0 ∗
1 0 · · · 0 0 ∗
0 1 · · · 0 0 ∗
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 0 ∗
0 0 · · · 0 1 ∗




donde debemos tener que Ak
j = I .

17.4.1. Caso K = C. — Ahora consideremos el caso particular cuando K = C.
En esta caso, ya que todo polinomio con coeficientes complejo de grado positivo
tiene ceros, tenemos que χL tienen ceros, es decir, χC 6= ∅. Sea

SpecC(L) = {λ1, ...., λq}

Teorema 17.4.8. — Si V es un espacio vectorial sobre C de dimensión finita y

L : V → V es un isomorfismo de orden finito. Si SpecC(L) = {λ1, ...., λq},
entonces existe una base B de V formado de vectores propios de L. Más aún, si

dimCVλj
= rj , entonces

M(L,B,B) =




λ1Ir1 0 0 · · · 0

0 λ2Ir2 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · λqIrq




Demonstración. — Consideremos, para cada j = 1, .., q, el espacio de vectores
propios asociados a λj

Vλj
= {v ∈ V : L(v) = λjv}
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y sea rj = dimCVλj
≥ 1. Sea

Bj = {vj1, ..., vjrj}

una base de Vλj
. Entonces,

B̂ =

q⋃

j=1

Bj

es un conjunto linealmente independiente en V .
1.- Supongamos que B̂ es base de V , entonces tenemos que en esta base la

representación matricial de L es la siguiente matriz diagonal

M(L, B̂, B̂) =




λ1Ir1 0 0 · · · 0

0 λ2Ir2 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · λqIrq




2.- Ahora supongamos que B̂ no es base de V . Entonces consideramos
el subespacio W < V generado por B̂. Como antes, podemos encon-
trar un producto interior positivo definido <,> en V de manera que
< L(v), L(w) >=< v,w >, para todo v,w ∈ V . Como W es subespacio
invariante por L, entonces también lo es W⊥. Si B∗ es una base de W⊥,
entonces B = B̂ ∪ B∗ es una base de V . Pero en este caso,

M(L, B̂, B̂) =




λ1Ir1 0 0 · · · 0 0

0 λ2Ir2 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · λqIrq 0

0 0 0 · · · 0 A




donde A es una matriz cuadrada de tamaño igual a la cardinalidad de B∗.
En este caso, el polinomio característico de L será

χL(t) =

q∏

j=1

(λj − t)rjχA(t)

Observemos que A es la representación matricial de L : W⊥ →W⊥ en
la base B∗. Pero como todo polinomio complejo de grado al menos 1 tiene
ceros, tenemos que L tiene un vector propio en W⊥, una contradición al
hecho que W fué escogido contener todos los valores propios de L.
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17.4.2. Caso K = R. — Ahora consideremos el caso particular cuando K = R.
En esta caso, hay polinomio con coeficientes reales de grado positivo sin ceros en
R Sea

SpecC(L) = {λ1, ...., λq}
el cual podría ser vacío. Si combinamos los dos teoremas anteriores, podemos
tener el siguiente resultado.

Teorema 17.4.9. — Si V es un espacio vectorial sobre R de dimensión finita y

L : V → V es un isomorfismo de orden finito. Si SpecR(L) = {λ1, ...., λq}, en-

tonces existe una base B de V que contiene vectores propios de L, y si dimRVλj
=

rj , entonces

M(L,B,B) =




λ1Ir1 0 0 · · · 0 0

0 λ2Ir2 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · λqIrq 0

0 0 0 · · · 0 A




donde A tiene la forma siguiente

A =




A1 0 0 0

0 A2 0 0
...

...
...

...

0 0 Ap−1 0

0 0 0 Ap




y cada Aj tiene la forma

Aj =




0 0 · · · 0 0 ∗
1 0 · · · 0 0 ∗
0 1 · · · 0 0 ∗
...

...
...

...
...

...

0 0 · · · 1 0 ∗
0 0 · · · 0 1 ∗




es tal que Ak
j = I y SpecR(Aj) = ∅, en particular, Aj debe ser de orden par.

17.5. Transformaciones simétricas

Supongamos que tenemos un espacio vectorial V sobre R de dimensión finita
con un producto interior Euclidiano <,>. Consideremos una transformación li-
neal simétrica

L : V → V
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Recordemos que en este caso tenemos la igualdad

(⋆) < L(v), w >=< v,L(w) >, ∀v,w ∈ V
Si W < V el cual es invariante por L, entonces (⋆) nos asegura que W⊥

también es invariante por L. De esta manera, tenemos una descomposición

V =W ⊕W⊥

por subespacios invariantes por L. Así, si tenemos una base BW para w y una base
BW⊥ para W⊥, entonces

B = BW ∪ BW⊥

es una base para V y además tenemos que

M(L,B,B) =
(
A 0

0 B

)

donde A es una matriz cuadrada de tamaño igual a la dimensiónde W y B es
una cuadrada de tamaño igual a la dimensiónde W⊥. Así, nuestra estrategia será
buscar subespacios invariantes de L para producir una base adecuada en la cual la
representación matricial de L sea simple.

Teorema 17.5.1. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita, con

un producto interior Euclidiano <,>. Si L : V → V es una transformación lineal

simétrica entonces existe una base B de V consistiendo sólo de vectores propios.

Si

SpecR(L) = {λ1, ..., λq}
donde λj 6= λi para i 6= j y

dimRVλj
= rj

entonces

M(L,B,B) =




λ1Ir1 0 0 · · · 0

0 λ2Ir2 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · λqIrq




y

χL(t) =

q∏

j=1

(λj − t)rj

Demonstración. — Definamos la función real continua (en V usamos la topo-
logía inducida por la norma inducida por <,>)

F : V − {0V } → R : v 7→ < v,L(v) >

‖v‖2
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Tenemos que para λ ∈ R vale que

F (λv) = F (v) (∗)
Sea S = {v ∈ V : ‖v‖ = 1} la esfera unitaria en V . Si consideramos la

restricción
F : S → R

entonces vemos por (∗) que F (S) = F (V − {0V }).
Como S es compacto y conexo, tenemos que F (S) = [a, b]. En particular,

existe un vector v1 ∈ S tal que F (v1) = a. Luego, por (8), tenemos que

F (v1) ≤ F (v), ∀v ∈ V − {0V }
Procedamos a ver que v1 es un vector propio de L. Para esto, sea v ∈ V− <

v1 >, es decir, {v1, v} es un conjunto linealmente independiente, y definamos la
función

f : R→ R : t 7→ F (v1 + tv)

Observemos que

f(t) =
< v1, L(v1) > +(< v1, L(v) > + < v,L(v1) >)t+ < v,L(v) > t2

‖v1‖2 + 2 < v1, v > t+ ‖v‖2t
luego, vemos que f es el cociente de dos polinomios, cuyo numerador no se anula
debido a que {v1, v} es un conjunto linealmente independiente y

‖v1‖2 + 2 < v1, v > t+ ‖v‖2t = ‖v1 + tv‖2

Esto nos asegura que f es una función derivable. Como además f tiene un
mínimo en t = 0, tenemos que

f ′(0) = 0

lo cual es equivalente a

< L(v1)− < v1, L(v1) > v1, v >= 0

Esta última igualdad vale para todo v ∈ V− < v1 >, pero es claro que también
es válida para v ∈< v1 >. Luego,

L(v1)− < v1, L(v1) > v1 = 0V

es decir
L(v1) =< v1, L(v1) > v1

y v1 es un vector propio de L como queríamos ver.
Sea W1 =< v1 > el cual es un subespacio invariante por L. Ahora nos restrin-

gimos a
L : W⊥

1 →W⊥
1

y procedemos como en el caso anterior para encontrar un segundo vector pro-
pio v2 ∈ W⊥

1 . Por la construcción, < v1, v2 >= 0. Sea ahora W2 el subespacio
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generado por v1 y v2. De nuevo tenemos queW2 es invariante por L. Ahora consi-
deramos

L : W⊥
2 →W⊥

2

y procedemos de la misma manera. Ya que V tiene dimensión finita y cada vez
disminuimos la dimensión en uno, este proceso termina después de n pasos, donde
n = dimRV . Es claro ver que la colección de vectores propios así cosntruida es
una base de V y luego, reordenandolas apropiadamente, tenemos que la matriz
asociada a L en tal base debe ser como se pide.

Corolario 17.5.2. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita,

digamos dimRV = n. Sea L : V → V una trasnformación lineal, entonces :

L es simétrica

⇐⇒
(i) SpecR(L) 6= ∅ ;

(ii) si SpecR(L) = {λ1, ..., λq}, donde λi 6= λj para i 6= j y rj es la multipli-

cidad algebraica de λj en χL, entonces

(ii.1) r1 + · · · rq = n ;

(ii.2) dimRVλj
= rj .

17.6. Transformaciones antisimétricas

Supongamos que tenemos un espacio vectorial V sobre R de dimensión finita
con un producto interior Euclidiano <,>. Consideremos una transformación li-
neal antisimétrica

L : V → V

Recordemos que en este caso tenemos la igualdad

(⋆) < L(v), w >= − < v,L(w) >, ∀v,w ∈ V
En este caso sabemos que

SpecR(L) = {0}
Por otro lado, (⋆) nos dice que para todo v ∈ V vale que < L(v), v >= 0, es

decir, v y L(v) son ortogonales.

Teorema 17.6.1. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita con

un producto interior Euclidiano <,>. Consideremos una transformación lineal

L : V → V . Entonces L es antisimétrica sí y sólo si para todo v ∈ V vale que v

y L(v) son ortogonales.
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Demonstración. — Ya tenemos una dirección. Veamos la otra. Supongamos que
para todo v ∈ V vale que v y L(v) son ortogonales. Luego,

0 =< v+w,L(v+w) >= < v,L(v) >︸ ︷︷ ︸
0

+ < v,L(w) > + < w,L(v) > +< w,L(w) >︸ ︷︷ ︸
0

y luego,

< v,L(w) > + < w,L(v) >= 0, ∀v,w ∈ V

Teorema 17.6.2. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita con

un producto interior Euclidiano <,>. Si L : V → V es una una transformación

lineal antisimétrica, entonces L2 es una transformación lineal simétrica.

Demonstración. — (L2)adj = (Ladj)2 = (−L)2 = L2.

Teorema 17.6.3. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita con

un producto interior Euclidiano <,>. Si L : V → V es una una transformación

lineal antisimétrica, entonces existe una base B de V de manera que

M(L,B1,B1) =




0 D 0

−D 0 0

0 0 0




donde

D = diag(
√
−λ1, ...,

√
−λm)

donde

λ1, ....., λm

son los vectores propios no cero de L2 repetidos según su multiplicidad algebraica

(es decir, repetidos tantas veces como la dimensón de su respectivo espacio pro-

pio).

Demonstración. — Si tenemos una transformación lineal antisimétrica L : V →
V , entonces al tener que L2 : V → V es simétrica, sabemos que existe una base

B0 = {v1, ..., vn}
formada de vectores propios de L2.

Supongamos que λ es un valor propio de L2. Sea v ∈ V un vector propio de
L2 asociado a λ, es decir, L2(v) = λv, entonces tenemos

λ =< v,L2(v) >= − < L(v), L(v) >≤ 0

es decir, todos los valores propios de L2 son cero y/ó negativos.
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Por otro lado, ya que Ladj = −L, tenemos que

L ◦ Ladj = Ladj ◦ L
es decir, L es normal (ver problema 2.- del capítulo anterior). Luego, tenemos que
la restricción de L a Im(L), digamos L0 : Im(L) → Im(L) es un isomorfismo
la cual sigue siendo antisimétrica. Por otro lado, Ladj

0 = −L0 nos asegura que

det(L0) = (−1)dimRIm(L)det(L0)

de donde vemos que dimRIm(L) es par. La normalidad de L también nos asegura
la descomposición

V = Ker(L)⊕ Im(L)

Otra cosa a observar es que como Im(L2) = Im(L) tiene dimensión par,
tenemos un número par de valores propios negativos de L2, no necesariamente
diferentes, digamos

λ1, ...., λ2m < 0

Denotamos por

λ2m+1 = · · · = λn = 0 (n = dimRV )

Lo que estamos haciendo es contar los valores propios tantas veces como es
su multiplicidad algebraica (que es igual a la dimensión de su respectivo espacio
propio).

Reordenamos la base de vectores propios B0 de manera que vj es vector propio
asociado al valor propio λj .

Ahora formemos los siguientes vectores

w1 = v1, w2 =
1√−λ1

L(v1)

tenemos que w1 y w2 son ortogonales y que ‖w1‖ = ‖w2‖ = 1. Sean

w3 ∈< w1, w2 >
⊥, w4 =

1√
−λ2

L(w3)

y seguimos de esta manera para obtener una base ortonormal de Im(L),

B∗ = {w1, w2, ...., w2m−1, w2m}
Si completamos esta a una base B0 de V , entonces tenemos que

M(L,B0,B0) =




A1 0 0 0

0 A2 0 0
...

...
...

...
0 0 Am 0

0 0 0 Am+1
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donde, para j = 1, ...,m, tenemos que

Aj =

(
0

√
−λj

−
√
−λj 0

)

y Am+1 = 0(n−m)×(n−m).
Permutando la base anterior, podemos encontrar una base B de V para que

M(L,B,B) =




0 D 0

−D 0 0

0 0 0




donde

D = diag(
√
−λ1, ...,

√
−λm)

17.7. Rotaciones

Definición 17.7.1. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita y
<,> un producto interior positivo definido. Una transfortmación lineal L : V →
v es llamada una rotación si vale que

< L(v), L(w) >=< v,w >, ∀v,w ∈ V

Teorema 17.7.2. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita y

<,> un producto interior positivo definido. Si L : V → V es una rotación,

entonces Ladj = L−1 y det(L) = ±1. En particular, L es un isomorfismo.

Demonstración. — La igualdad

< L(v), L(w) >=< v,w >, ∀v,w ∈ V

asegura que Ladj = L−1. El último hecho proviene de que det(Ladj) = det(L),
det(L−1) = det(L)−1 y Ladj = L−1.

Teorema 17.7.3. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita y

<,> un producto interior positivo definido. Si L : V → V es una transformación

lineal, entonces L es una rotación sí y sólo si L envía una base ortonormal en una

base ortonormal.
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Demonstración. — Supongamos que L es una rotaci’on y que {v1, ..., vn} es una
base ortonormal de V . Como

< L(vi), L(vj) >=< vi, vj >=

{
0 i 6= j

1 i = j

tenemos claramente que {L(v1), ..., L(vn)} es una base ortonormal de V .
Recíprocamente, supongamos que tenemos una transformación lineal L : V →

V con la propiedad que envía una base ortonormal {v1, ..., vn} de V en una
base ortonormal de V . Luego, {L(v1), ..., L(vn)} es una base ortonormal de V
y además L debe ser un isomorfismo.

Si escribimos

v =

n∑

j=1

xjvj

w =
n∑

j=1

yjvj

entonces

L(v) =
n∑

j=1

xjL(vj)

L(w) =

n∑

j=1

yjL(vj)

De esta manera,

< L(v), L(w) >=

n∑

j=1

xjyj =< v,w >

es decir, L es una rotación.

Si L : V → V es una rotación y B es una base ortonormal de V , entonces la
condición Ladj = L−1 nos asegura que

M(L,B,B)−1 = tM(L,B,B)

Definición 17.7.4. — Una matriz cuadrada A ∈ GL(n;R) es llamada ortogonal
si tA = A−1.

Luego, la representación matricial de una matriz ortogonal en una base orto-
normal es una matriz ortogonal.
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Teorema 17.7.5. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita y

<,> un producto interior positivo definido. Si L : V → V es una rotación

entonces SpecR(L) ⊂ {±1}.

Demonstración. — Sea λ ∈ SpecR(L) y v ∈ V − {0V } vector propio asociado
a λ. Entonces,

λ2 < v, v >=< L(v), L(v) >=< v, v >

es decir, λ2 = 1.

Ejemplo 17.7.6. — Sea L : R2 → R2 : (x, y) 7→ (−y, x). Si usamos el producto
usual de R2, es decir,

< (a, b), (c, d) >= ac+ bd

entonces L es una rotación. El conjunto B = {(1, 0), (0, 1)} es una base ortonor-
mal de R2. Además,

M(L,B,B) =
(

0 −1
1 0

)

Luego, χL(t) = 1 + t2 el cual no tienen ceros reales, es decir, en este ejemplo
SpecR(L) = ∅.

Ejercicio 49. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita impar.

Si L : V → V es una rtransformación lineal, entonces SpecR(L) 6= ∅.

Teorema 17.7.7. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita y

<,> un producto interior positivo definido. Si L : V → V es una rotación y

W < V es invariante por L, entonces W⊥ también es invariante por L.

Demonstración. — Como L(W ) < W y dimRW < ∞, tenemos que L(W ) =

W . Si v ∈W⊥, entonces para todo w ∈W vale que

< L(v), L(w) >=< v,w >= 0

luego, L(v) ∈ L(W )⊥ =W⊥.

El resultado anterior nos permitirá hacer una descomposición de V es subespa-
cios invariantes por la rotación L, donde cada uno de ellos tendrá dimensión 1 ó
2.



166 CAPÍTULO 17. TRANSFORMACIONES LINEALES Y PRODUCTO INTERIOR

Teorema 17.7.8. — Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión finita con

un producto interior Euclidiano <,>. Si L : V → V es una una rotación, en-

tonces existe una base B de V de manera que

M(L,B1,B1) =




Ir 0 0 0 · · · 0

0 −Is 0 0 · · · 0

0 0 A1 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 · · · Ap




donde r = dimRV1 (donde V1 es el espacio propio asociado al valor propio 1

en caso que 1 ∈ SpecR(L)), s = dimRV−1 (donde V−1 es el espacio propio

asociado al valor propio −1 en caso que −1 ∈ SpecR(L))y Aj tiene alguna de

las dos posibles formas :
(

cos(θj) sin(θj)

sin(θj) − cos(θj)

)

(
cos(θj) sin(θj)

− sin(θj) cos(θj)

)

Demonstración. — La primera descomposición es la siguiente. Sean V1 y V−1

los espacios propios asociados a 1 y −1 (en cada caso si estos valores propios
existen). Tenemos que V1 y V−1 son ortogonales. En efecto, si v ∈ V1 y w ∈ V−1,
entonces

− < v,w >=< v,−w >=< L(v), L(w) >=< v,w >

de donde vemos que < v,w >= 0.
Tenemos la descomposición

V = V1 ⊕ V−1 ⊕ (V1 ⊕ V−1)
⊥

Sea W = (V1 ⊕ V−1)
⊥. Tenemos que la restricción de L a W , digamos LW :

W → W , sigue siendo una rotación, pero ahora tenemos que SpecR(LW ) = ∅,
es decir, en W no hay vectores propios de L.

Como χLW
no tiene ceros en R y este tiene grado igual a la dimensión de W ,

debemos tener que dimRW es par.
Sea

N = LW + Ladj
W = LW + L−1

W :W →W

Entonces tenemos que
Nadj = N

es decir N es una transformación lineal simétrica. Sabemos que debe existir un
vector propio v ∈W para N . Sea λ ∈ R su valor propio. Luego,

λv = N(v) = LW (v) + L−1
W (v)
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de donde vemos que

L2(v) = λL(v)− v
Veamos que {v, L(v)} es un conjunto linealmente independiente. En efecto,

si L(v) = µv para algún µ ∈ R, entonces v ∈ W es vector propio de L, una
contradicción.

Sea W1 el espacio generado por v y L(v) ; luego W2
∼= R2. Como L2(v) =

λL(v)− v ∈W1, tenemos que W1 es invariante por LW y luego por L. Ya que la
restricción de L a W1 debe ser una rotación sin valores propios reales, podemos
encontrar una base ortonormal de W1 de manera que la representación matricial
de L, restricto a W1, en tal base sea de una de las siguientes dos formas :

(
cos(θ1) sin(θ1)

sin(θ1) − cos(θ1)

)

(
cos(θ1) sin(θ1)

− sin(θ1) cos(θ1)

)

Ahora tenemos una descomposición

V = V1 ⊕ V−1 ⊕W1 ⊕ (V1 ⊕ V−1 ⊕W1)
⊥

Procedemos con W2 = V1⊕V−1⊕W1)
⊥ de la misma manera como lo hicimos

con W1 y así sucesivamente.

17.8. Problemas

Todos los espacios vectoriales son reales y de dimensión finita con algún pro-
ducto interior.

1.- Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo K ⊂ R,
con un producto interior positivo definido <,>. Para cada transformación
lineal L : V → V defina la función

BL : V ⊕ V → K : (v1, v2) 7→< L(v1), v2 >

(i) Ver que BL es una función bilineal.
(ii) Denote por B(V, V ) al conjunto de todas las funciones bilineales de V .

Verifique que B(V, V ), con la suma de funciones y la amplificación de
funciones por esacalares de manera usual, es un espacio vectorial sobre
K .

(iii) Considere la función

η : V ∗ → B(V, V ) : L 7→ BL

(iii.1) Verificar que η es una transformación lineal.
(iii.2) Ver que η es inyectiva.
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(iii.3) Utilice el teorema de representación de Riez para ver que η es
sobreyectiva.

(iii.4) concluir que η es un isomorfismo.
(iv) Para L ∈ V ∗ sea

B̂L : V ⊕ V → K : (v1, v2) 7→< Ladj(v1), v2 >

Verificar que B̂L = BL.
2.- Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo K ⊂ R,

con un producto interior positivo definido <,>. Una transformación lineal
L : V → v es llamada normal si

L ◦ Ladj = Ladj ◦ L

(i) ver que

L es normal ⇐⇒ < L(v), L(w) >=< Ladj(v), Ladj(w) >, ∀v,w ∈ V

(ii) ver que

L es normal ⇐⇒ ‖L(v)‖ >= ‖Ladj(v)‖, ∀v ∈ V

(iii) Concluir de lo anterior que si L es normal, entonces

Ker(L) = Ker(Ladj)

V = Ker(L)⊕ Im(L)

L : Im(L)→ Im(L) es un isomorfismo

Im(L ◦ L) = Im(L), luego, Im(Lk) = Im(L), para todo k = 1, 2, ...

(iv) Suponga que V =W1⊕W2⊕· · ·⊕Wr, L : V → v es una transforma-
ción lineal y que cada Wj es un subespacio invariante por L. Verificar
que

L es normal ⇐⇒ L : Wj →Wj es normal para todo j = 1, ..., r

Ind : Usar parte (ii)
3.- Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo K ⊂ R.

Suponga que tenemos dos producto interiores positivo definido <,>1 y
<,>2. Sea L : V → V una transformación lineal y sean Ladj

j : V → V la
transformación adjunta de L respecto al producto <,>j . Sea Bj una base
ortonormal de V respecto al producto <,>j . Verificar la igualdad siguiente

M(Ladj
1 ,B1,B1) = tM(I,B1,B2)M(Ladj

2 ,B2,B2) tM(I,B1,B2)−1
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4.- Sea R2 con los producto interiores positivo definido siguientes :

< (a, b), (c, d) >1= ac+ bd

< (a, b), (c, d) >2= ac+ bd+
1

2
(ad+ bc)

Sea

L : R2 → R2 : (x, y) 7→ (y, x)

Sea Ladj
j la transformación adjunta de L respecto al producto <,>j .

verificar que

Ladj
1 = L

Ladj
2 6= L

es decir, L es simétrica respectoa <,>1 pero no respecto a <,>2.
5.- Verificar de manera directa (calculando) que toda matriz de tamaño 2 si-

métrica con coeficientes reales tiene sólo valores propios reales. Describa
todas las posibilidades.

6.- Calcular una base ortonormal de M(3× 1;R) por valores propios de

A =




1 2 3

2 4 5

3 5 6




Sea B la matriz diagonal que se obtiene de A usando la base obtenida.
Calcular C tal que

CAC−1 = B

7.- Sean L,N : V → V transformaciones simétricas. Verificar que

L ◦N es simétrica ⇐⇒ L ◦N = N ◦ L
8.- Sea L : V → v una transformación lineal simétrica. Decimos que L es

positiva definida si

< v,L(v) >≥ 0, ∀v ∈ V − {0V }
Decimos que L es estrictamente positiva definida si

< v,L(v) >> 0, ∀v ∈ V − {0V }
(i) Verificar que si L es positiva definida, entonces existe una (y sólo una)

transformación lineal simétrica positiva definida N : V → V tal que
N2 = L (Ind : use la propiedad de diagonalización de L).

(ii) Si L es estrictamente positiva definida, verificar que

[v,w] =< v,L(w) >

define un producto interior Euclidiano en V .
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9.- Sea L : V → V una transformación lineal. verificar que L ◦ Ladj es simé-
trica positiva definida. De hecho, < v,L ◦Ladj(v) >≥ 0 con igualdad sólo
en el caso que v ∈ Ker(L).

10.- Sea L : V → V una transformación lineal. verificar que es posible poner
en V un producto interior que hace L simétrica sí y sólo si existe una base
de V por vectores propios de L.

11.- Sea L : V → V una transformación lineal. verificar que

‖L‖2 = Máximo{|λ| : λ ∈ SpecR(L ◦ Ladj)}
12.- Sea V de dimensión 2 y L : V → V antisimétrica. Verificar que

< L(v), L(w) >= det(L) < v,w >

13.- Sea R3 con el producto Euclidiano canónico. Para cada z ∈ R3 defina

Lz : R
3 → R3 : x 7→ z × x

(i) Verificar que Lz es una transformación antisimétrica.
(ii) Verificar que para w, z ∈ R3 vale la igualdad

Lz×w = Lz ◦ Lw − Lw ◦ Lz

(iii) Si L : R3 → R3 es una transformación lineal antisimétrica, entonces
existe z ∈ R3 tal que L = Lz.
Ind : tome Φ : R3 ×R3 × R3 definida por

Φ(x, y, w) =< L(x), y > w+ < L(y), w > x+ < L(w), x > y

y escoja z ∈ R3 de manera que

Φ(x, y, w) = de(A)z

donde en la matriz A tiene su primera columna dada por los coeficientes
de x, su segunda columna dada por los coeficientes de y y su tercera
columna dada por los coeficientes de w.

14.- Si L : V → V es una transformación linea antisimétrica, entonces

χL(t) = (−1)dimRV χL(−t)
15.- Sea A = (aij) ∈M(4× 4;R) antisimétrica. Verificar que

det(A) = (a12a34 + a13a42 + a14a23)
2

16.- Sea L : V → V una transformación lineal. verificar que L es una rotación
sí y sólo si ‖L(v)‖ = ‖v‖ para todo v ∈ V .

17.- Si L : V → V es una rotación, entonces si B es una base ortonormal
de V , tenemos que tM(L,B,B) = M(L,B,B)−1, es decir M(L,B,B) es
una matriz ortogonal.
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18.- Sea L : V → V un isomorfismo. verificar que existen N,R : V → V ,
donde R es una rotación y N simétrica, de manera que

L = N ◦R
Concluir que para toda matriz A ∈ GL(n;R) existen matrices B simétrica
y C ortogonal tales que

A = BC

19.- Si dimRV = n y L : V → V es una rotación, entonces Tr(L) ≤ n.
20.- Si L : V → v es una rotación tal que det(L) = 1, entonces

χL(t) = (−t)dimRV χL(t
−1)

21.- Si dimRV ≥ 3 y L : V → V es una rotación que conmuta con cualquier
otra rotación y det(L) = 1, entonces L = τI , para cierto τ ∈ R. Más aún

{
τ = 1 si dimRV es impar
τ = −1 si dimRV es par

22.- Sea f : V → V una función talq que
{

f(0V ) = 0V
‖f(v)− f(w)‖ = ‖v −w‖, ∀v,w ∈ V

Verificar que f es una rotación.





CAPÍTULO 18

TRANSFORMACIONES UNITARIAS

En es te capítulo sólo estaremos interesados en espacios vectoriales complejos,
es decir, definidos sobre el cuerpo de los números complejo C, de dimensión finita.

Definición 18.0.1. — Un espacio unitario es un espacio vectorial complejo de di-
mensión finita junto a producto interior Hermitiano positivo. Usamos la notación
(V,<,>).

Ejemplo 18.0.2. — Ejemplos de espacios unitarios son los siguientes :
(i) Cn con el producto Hermitiano positivo canónico

< (x1, ..., xn), (y1, ...., yn) >=

n∑

j=1

xjyj

(ii) Sea E un espacio vectorial real con dimRE = n y sea <,>E un producto
interior Euclidiano en E. Recordemos que la complexificación de E es el
espacio vectorial complejo V = E × E con las siguientes operaciones

(x, y) + (u, v) = (x+ u, y + v)

donde + es la suma en E como espacio vectorial real y

(a+ ib)(x, y) = (ax− by, ay + bx)

donde las amplificaciones de vectores de E por reales es la dada de E como
espacio vectorial real. Si consideramos

< (x, y), (u, v) >=< x, u >E + < y, v >E +i(< y, u >E − < a, v >E)

entonces <,> define un producto Hermitiano positivo en V , luego (V,<

,>) es un espacio unitario.
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Consideremos un espacio unitario (V,<,>), dimCV = n.
Sabemos que V ∗ = L(V ;C), el conjunto de todas las funciones lineales de V

en C, es un espacio vectorial complejo el cual es isomorfo a V . En particular, V ∗

es un espacio vectorial real de dimensión real 2n.
Por el teorema de representación de Riez (ver capítulo 13), la función

Φ : V → V ∗ : v 7→ Φ(v) =< ·, v >
es un isomorfismo como espacios vectoriales reales. Además, tenemos que

Φ(v1 + v2) = Φv1 +Φv2

Φ(λv) = λΦv

es decir Φ es antilineal (como espacios vectoriales complejos).
Consideremos una aplicación lineal L ∈ L(V, V ). Tenemos el siguiente dia-

grama conmutativo

V
L−−−−→ V

yΦ

yΦ

V ∗ ←−−−−
L∗

V ∗

donde
L∗ : V ∗ → V ∗ : ψ 7→ L∗(ψ) = ψ ◦ L

Es claro que L∗ es C-lineal.
Consideremos v ∈ V y tomemos ψ ∈ V ∗ con ψ =< ·, v >. Por la biyectividad

de Φ, existe un único wv ∈ V tal que ψ ◦ L =< ·, wv >. Esto nos permite definir
la función

Ladj : V → V : v 7→ Ladj(v) = wv.

La conmutatividad del diagrama anterior nos dice que

< L(u), v >= ψ(L(u)) = ψ ◦ L(u) =< u,wv >

de donde obtenemos la igualdad

< L(u), v >=< u,Ladj(v) >, ∀u, v ∈ V

Teorema 18.0.3. — Sea (V,<,>) un espacio unitario. Si L ∈ L(V, V ), entonces

Ladj ∈ L(V ∗, V ∗).

Demonstración. — Sean α, β ∈ C, ψ1, ψ2 ∈ V ∗. Si escribimos

ψ1 =< ·, v1 >
ψ2 =< ·, v2 >
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entonces

αψ1 + βψ2 =< ·, αv1 + βv2 >

También tenemos que

(αψ1 + βψ2) ◦ L = αψ1 ◦ L+ βψ2 ◦ L
de donde obtenemos que

< ·, Ladj(αv1 + βv2) >= α < ·, Ladj(v − 1) > +β < ·, Ladj(v2) >

Definición 18.0.4. — Sea (V,<,>) un espacio unitario. Si L ∈ L(V, V ), en-
tonces Ladj ∈ L(V ∗, V ∗) es llamada la transformación adjunta de L.

No es dificil observar de la igualdad

< L(v), w >=< v,Ladj(w) >, ∀v,w ∈ V
que si B es una base ortonormal de V , entonces

M(Ladj ,B,B) = tM(L,B,B)

Ejercicio 50. — Verificar que det(Ladj) = det(L).

Definición 18.0.5. — Sea V un espacio vectorial sobre C de dimensión finita y
sea L ∈ V ∗.

(i) Si existe un producto Hermitiano positivo en V tal que Ladj = L, entonces
diremos que L es Hermitiana.

(ii) Si existe un producto Hermitiano positivo definido en V tal que Ladj =

−L, entonces diremos que L es anti-Hermitiana.
(iii) Sea <,> un producto Hermitiano positivo en V . Si tenemos que

< L(v), L(w) >=< v,w >, ∀v,w ∈ V
entonces diremos que L es una transformación unitaria.

Teorema 18.0.6. —
1.- Sea (V,<,>) un espacio unitario. Si L ∈ L(V, V ) es una transformación

Hermitiana, entonces existe una base ortonormal B de V tal que

M(L,B,B) = tM(L,B,B)
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2.- Si L ∈ L(V, V ) y existe una base B de V de manera que

M(L,B,B) = tM(L,B,B)
entonces existe un producto Hermitiano positivo para el cual L es Hermi-

tiana.

3.- Sea (V,<,>) un espacio unitario. Si L ∈ L(V, V ) es una transformación

Hermitiana, entonces :

3.1.- SpecC(L) ⊂ R.

3.2.- Ker(L) y Im(L) son ortogonales.

3.3.- V = Ker(L)⊕ Im(L).

3.4.- Existe una base de V formada por vectores propios de L.

4.- Sea (V,<,>) un espacio unitario. Si L ∈ L(V, V ) es una transformación

Hermitiana, entonces iL es anti-Hermitiana.

5.- Sea (V,<,>) un espacio unitario. Si L ∈ L(V, V ) es una transformación

anti-Hermitiana, entonces iL es Hermitiana.

Demonstración. — La condición Ladj = L más la igualdad

< L(v), w >=< v,Ladj(w) >, ∀v,w ∈ V
nos da 1.-

Si B = {v1, ..., vn}, entonces

<

n∑

j=1

xjvj,

n∑

r=1

yrvr >=

n∑

j=1

xjyj

define un producto Hermitiano positivo en V de manera que Ladj = L, de donde
obtenemos 2.-

La propiedad 3.1., es consecuencia del hecho que si λ ∈ SpecC(L) y v ∈
V − {0V } es vector propio asociado a λ, es decir, L(v) = λv, entonces tenemos
que

λ‖v‖2 =< L(v), v >=< v,Ladj(v) >=< v, λv >= λ‖v‖2

de donde λ = λ, es decir, λ ∈ R.
Para obtener 3.2.-, observemos que si v ∈ Ker(L), entonces para todo w ∈ V

tenemos que

< v,L(w) >=< v,Ladj(w) >=< L(v), w >=< 0V , w >= 0

de donde vemos que Ker(L) es ortogonal a Im(L).
Propiedad 3.3.-, es consecuencia de 3.2.-, y el hecho que la suma de las dimen-

siones de Ker(L) y de Im(L) es la dimensión de V .
Veamos 4.-. Como χL tiene ceros en C y tenemos que SpecC(L) ⊂ R, pode-

mos escoger λ1 ∈ R que es valor propio de L. Sea v1 ∈ V un vector propio de L
respecto al valor propio λ1. Sea W1 =< v1 >

⊥. Ya que < v1 > es invariante por
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L, también lo es W1. Si LW1
: W1 → W1 denota la restricción de L a W1, en-

tonces se tiene que LW1
sigue siendo Hermitiana. Ahora procedemos de manera

inductiva.
4.- y 5.- son consecuencia del hecho que (iL)adj = −iLadj .

Teorema 18.0.7. — Sea (V,<,>) espacio unitario y L ∈ L(V, V ) una transfor-

mación unitaria. Entonces :

1.- L es un isomorfismo.

2.- Ladj = L−1.

3.- |det(L)| = 1.

4.- Si λ ∈ SpecC, entonces |λ| = 1.

5.- Existe una base de V formada sólo de vectores propios de L.

Demonstración. — Si v ∈ Ker(L), entonces ‖v‖2 =< v, v >=< L(v), L(v) >=<

0V , 0V >= 0, de donde obtenemos que L es inyectiva, y como V tienen
dimensión finita, L es un isomorfismo. La propiedad 2.-, sale del hecho que
< L(v), w >=< v,L−1(w) >.

Como det(L) = det(Ladj) = det(L−1) = det(L)−1, obtenemos 3.
Si λ ∈ SpecC(L) y v ∈ V es un vector propio asociado a λ, entonces

λ < v, v >=< L(v), v >=< v,L−1(v) >= λ
−1

< v, v >

de donde |λ|2 = 1.
La demostración de 5,- es similar a la hecha para 4,- del teorema anterior.





CAPÍTULO 19

FORMAS NORMALES : SITUACIÓN GENERAL

En el capítulo 17 hemos construido formas matriciales simples de ciertas trans-
formaciones lineales sobre espacios vectoriales reales. En este capítulo daremos
una idea general como encontrar formas matriciales simples de transformaciones
lineales sobre cualquier cuerpo K de característica 0, es decir, cuerpos donde toda
suma de un númerso finito de 1 ∈ K nunca es cero. Los espacios vectoriales serán
asumidos tener dimensión finita ; esto para que tenga sentido buscar una represen-
tación maricial.

19.1. Algunos preliminares algebraicos

En esta sección recordaremos algunos hechos sobre el anillo de polinomios que
ha sido estudiado en el curso de álgebra abstracta.

19.1.1. Anillos y subanillos. —

Definición 19.1.1. —
1.- Un anillo es por definición un triple (R,+, ·) donde R es un conjunto no

vacío y +, · : R × R→ R son dos operaciones binarias sobre R, llamadas
suma y multiplicación repectivamente, tales que :
(1) (R,+) es un grupo abeliano ;
(2) vale la propiedad asociativa para la operación de multiplicación, es de-

cir, para r, s, t ∈ R se tiene

r · (s · t) = (r · s) · t
(3) para r, s, t ∈ R vale la propiedad distributiva :

r · (s+ t) = r · s+ r · t

(r + s) · t = r · t+ s · t
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2.- Un subconjunto S ⊂ R, donde R es un anillo, es llamado un subanillo de

R si S con las operaciones inducidas desde R resulta ser un anillo.

Ejemplo 19.1.2. — Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K . El espacio
vectorial L(V, V ) es un anillo con las operaciones de suma y composición de
funciones. También se dice que este es un ejemplo de un álgebra.

Definición 19.1.3. —
1.- Dados dos anillos (R,+, ·) y (S,+, ·), diremos que una función h : R →

S es un homomorfismo de anillos si para todo par r1, r2 ∈ R valen las
siguientes :
(i) h(r1 + r2) = h(r1) + h(r2)

(ii) h(r1r2) = h(r1)h(r2)

2.- Si el homomorfismo de anillos h : R → S es biyectiva, entonces decimos
que es un isomorfismo de anillos, en cuyo caso decimos que los anillos son
anillos isomorfos.

Definición 19.1.4. — Diremos que un subanillo S de un anillo R es un ideal

izquierdo si para todo r ∈ R vale que rS ⊂ S y es un ideal derecho si para
todo r ∈ R vale que Sr ⊂ S. Un ideal es un subanillo que es ideal izquierdo
y derecho. Un ideal S de R es llamado principal si existe a ∈ S de manera que
S =< a >= {ar; r ∈ R}.

Supongamos que tenemos un anillo (R,+, ·) y S ⊂ R un subanillo. Conside-
remos la relación de equivalencia dad por

r1 ≡ r2 ⇐⇒ r1 − r2 ∈ S
Denotemos por R/S al conjunto de las clases de equivalencia y por π : R →

R/S a la proyección natural.

Teorema 19.1.5. — Sea S un subanillo de un anillo R. Entonces, R/S con las

operaciones

π(r1 + r2) = π(r1) + π(r2)

π(r1)φ(r2) = π(r1r2)

es un anillo sí y sólo si S es un ideal de R.
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Teorema 19.1.6. — Sea φ : R→ S un homomorfsimo de anillos, entonces

Ker(φ) = {r ∈ R : φ(r) = 0S}
es un ideal de R.

Demonstración. — Ya que {0} es un ideal de R, basta que supongamos
Ker(φ) 6= {0}. Si u ∈ Ker(φ) y v ∈ R, entonces φ(uv) = φ(u)φ(v) =

0φ(v) = 0, luego, uv ∈ Ker(φ).

19.1.2. Anillo de polinomios. — El tipo de anillos en el cual estaremos inter-
esados es el siguiente. Sea K un cuerpo y x /∈ K una variable. Formemos el
conjunto K[x] formado por todas las series

p(x) =

∞∑

j=0

rjx
j

donde asumimos que sólo un número finito de los coeficientes rj ∈ K pueden
ser diferente de cero. Llamamos a cada uno de esos objetos un polinomio con
coeficientes en K y variable desconocida x. Al mayor valor n{0, 1, 2, ...} tal que
rn 6= 0 le llamamos el grado del polinomio p(x) y lo denotamos por grado p(x).
Usualmente no escribimos los términos donde rj = 0 ; por jemplo si r1 = 2,
r3 = 1 y todos los demás rj = 0, entonces escribimos este polinomio como
2x+ x3. También acostumbramos a denotar r0x0 como r0. Definimos la suma de
polinomios como




∞∑

j=0

rjx
j


+




∞∑

j=0

sjx
j


 =




∞∑

j=0

(rj + sj)x
j




y definimos el producto de polinomios como



∞∑

j=0

rjx
j


 ·

(
∞∑

i=0

six
i

)
=




∞∑

k=0


 ∑

i+j=k

rjsi


xk




Obtenemos de esta manera un anillo, llamado el anillo de polinomios con coe-

ficientes en el anillo K .

Teorema 19.1.7. — Sea K un cuerpo. Todo ideal de K[x] es principal.

Demonstración. — Ya que el ideal trivial {0} es principal, basta que asumamos
que S es un ideal de K[x] con S 6= {0}. Sea u(x) ∈ S de menos grado po-
sible. Si v(x) ∈ S, entonces, por el agoritmo de la división, tenemos que existen
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polinomios a(x), b(x) ∈ K[x] tales que

v(x) = a(x)u(x) + b(x),

donde b(x) = 0 ó bien grado b(x) < a(x). Como b(x) = v(x)−a(x)u(x) ∈ S),
y u(x) fué escogido de grado minimal en S, debemos tener que b(x) = 0. Esto
nos asegura que v(x) está contenido en el ideal generado por u(x), es decir, S está
contenido en el ideal generado por u(x). Ya que u(x)ßnS y S es ideal, el ideal
generado por u(x) está contenido en S. Todo esto nos dice que S es igual al ideal
generado por u(x).

Definición 19.1.8. — Sea K un cuerpo y p(x) ∈ K[x] − K . Si no es posible
escribir p(x) como producto de otros dos polinomios de grado positivo de K[x],
entonces decimos que p(x) es irreducible.

Definición 19.1.9. — Sea K un cuerpo y p(x) =
∑n

j=0 ajx
j ∈ K[x], donde

an 6= 0. Diremos que p(x) es mónico si an = 1.

Teorema 19.1.10. — Sea K un cuerpo y p(x) ∈ K[x]−K un polinomio mónico.

Entonces es posible escribir p(x) como un producto finito de polinomios mónicos

irreducibles. Además, tal descomposición es única módulo ordenamiento de los

factores.

19.2. Polinomios y transformaciones lineales

Supongamos que tenemos un espacio vectorial V , sobre un cuerpo K (el cual
hemos asumido tiene característica 0) y tenemos una transformación lineal L :

V → V . Supondremos en el resto de este capítulo que que L 6= 0 (para la trans-
formación trivial cualquier representación matricial es dada por la matriz trivial).

Usemos la siguiente notación :

L0 = I

Ln = L ◦ · · · ◦ L︸ ︷︷ ︸
n−veces

Con la notación anterior, y el hecho que la suma y composición de transfor-
maciones lineales es otra vez una transformación lineal, es claro que para cada
polinomio

p(x) =
n∑

j=0

ajx
j ∈ K[x]
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podemos construir la función

p(L) =
n∑

j=0

ajL
j ∈ L(V, V )

es decir, tenemos una función

L̂ : K[x]→ L(V, V ) : p(x) 7→ p(L)

No es difícil ver que para p(x), q(x) ∈ K[k] valen las igualdades

L̂(p(x) + q(x)) = L̂(p(x)) + L̂(q(x))

L̂(p(x)q(x)) = L̂(p(x)) ◦ L̂(q(x))
Luego, tenemos que L̂ es de hecho un homomorfismo de anillos. De esta ma-

nera

Ker(L̂) = {p(x) ∈ K[x] : P (L) = 0L(V,V )}
es un ideal de K[x]. Como todo ideal de K[x] es principal, existe un polinomio
mónico mL[x] ∈ K[x] de manera que

Ker(L̂) = {p(x)mL(x) : p(x) ∈ K[x]}

Definición 19.2.1. — El polinomio mL(x) ∈ K[x] es llamado el polinomio mi-
nimal de L.

Es claro de la definición de mL(x) las siguientes propiedades :
(1) mL(L) = 0 ;
(2) si p(x) ∈ K[x] es tal que p(L) = 0, entonces p(x) = mL(x)q(x) para

cierto q(x) ∈ K[x].

Observación 19.2.2. — Más adelante veremos que el polinomio característico
χL(x) es divisible por el polinomio minimal mL(x) y que de hecho los ceros de
χL(x) son los ceros de mL(x).

Ahora, también sabemos que tanto K[x] como L(V, V ) son espacios
vectoriales sobre el cuerpo K . No es difícil ver que L̂ es una transforma-
ción lineal. Ahora, como estamos asumiendo que dimKV < ∞, entonces
dimKIm(L̂) < ∞. Como tenemos un isomorfismo entre K[x]/Ker(L̂) y
Im(L̂), y dimKK[x] =∞, la finitud de la dimensión de Im(L̂) nos asegura que
Ker(L̂) tiene dimensión diferente de 0. En particular, como L 6= 0, debe ocurrir
que mL(x) tiene grado mayor ó igual a 1.
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Teorema 19.2.3. — Bajo las condiciones anteriores, tenemos que

dimKIm(L̂) = grado mL(x)

Demonstración. — Supongamos que grado mL(x) = n ≥ 1. Entonces, se tiene
que {1, x, x2, ..., xn−1} es una base de K[x]/Ker(L̂).

Teorema 19.2.4. — Si p(x) ∈ K[x], entonces

Ker(p(L)) = {v ∈ V : p(L)(v) = 0}
es un subespacio de V que es invariante por L.

Demonstración. — Sea v ∈ Ker(p(L)). Entonces

p(L)(L(v)) = L(p(L)(v)) = L(0) = 0

de donde obtenemos que L(v) ∈ Ker(p(L)).

Ejemplo 19.2.5. —

Ker(p(L)) = V, para p(x) = 0.

Ker(p(L)) = {0V }, para p(x) = 1.

Ker(p(L)) = Ker(Ln), para p(x) = xn.

Ker(mL(L)) = V.

19.2.1. Algunas propiedades. —

Teorema 19.2.6. — Sean f(x), g(x) ∈ K[x] − {0} tales que f(x) divide a

mL(x) y g(x) divide f(x) y grado g(x) < grado f(x). Entonces,

Ker(g(L)) < Ker(f(L)) (subespacio propio)

Demonstración. — Ya que g(x) divide a f(x), tenemos que Ker(g(L)) <

Ker(f(L)). Ahora pasemos a ver que la contensión es estricta. Podemos escribir

mL(x) = f(x)f1(x)

f(x) = g(x)g1(x), grado g1(x) ≥ 1

es decir,

mL(x) = g(x)g1(x)f1(x)

Como grado g1(x) ≥ 1, tenemos que grado g(x)f1(x) < grado mL(x),
en particular, mL(x) no divide a g(x)f1(x), es decir, g(x)f1(x) /∈ Ker(L̂). De
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este modo, existe un vector v 6= 0V de manera que g(L) ◦ f1(L)(v) 6= 0V . Sea
w = f1(L)(v) 6= 0V . Tenemos que

f(L)(w) = f(L) ◦ f1(L)(v) = mL(L)(v) = 0V

g(L)(w) = g(L) ◦ f1(L)(v) 6= 0V

Teorema 19.2.7. — Sean f(x), g(x) ∈ K[x] − {0} y h(x) ∈ K[x] su máximo

común divisor. Entonces

Ker(h(L)) = Ker(f(L)) ∩Ker(g(L))

Demonstración. — Es claro que

Ker(h(L)) < Ker(f(L)) ∩Ker(g(L))
Sabemos que existen polinomios a(x), b(x) ∈ K[x] tales que

h(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x)

Luego, si v ∈ Ker(f(L)) ∩Ker(g(L)), entonces

h(L)(v) = a(L) ◦ f(L)(v) + b(L) ◦ g(L)(v) = 0V

es decir
Ker(f(L)) ∩Ker(g(L)) < Ker(h(L))

Teorema 19.2.8. — Sea f(x) ∈ K[x]−{0}. Si h(x) es el máximo común divisor

de f(x) y mL(x), entonces Ker(f(L)) = Ker(h(L)).

Demonstración. — Sea h(x) ∈ K[x] el máximo común divisor de f(x) y
mL(x). Entonces tenemos que

Ker(h(L)) < Ker(f(L))

y que existen polinomios a(x), b(x) ∈ K[x] tales que

h(x) = a(x)f(x) + b(x)mL(x)

Ahora, si v ∈ Ker(f(L)), entonces tenemos que

h(L)(v) = a(L) ◦ f(L)(v) + b(L) ◦mL(L)(v) = 0V

de donde
Ker(f(L)) < Ker(h(L))

es decir,
Ker(h(L)) = Ker(f(L))
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Corolario 19.2.9. — Sea f(x) ∈ K[x] − {0}. Entonces Ker(f(L)) = {0V } sí

y sólo si f(x) y mL(x) son relativamente primos, es decir, no existe un polinomio

de grado positivo en K[x] que divida tanto a f(x) como a mL(x).

Demonstración. — Si f(x) y mL(x) son relativamente primos, entonces tene-
mos que

{0V } = Ker(I) = Ker(f(L)) ∩Ker(mL(L))︸ ︷︷ ︸
V

= Ker(f(L))

Reciprocamente, si Ker(f(L)) = 0 y h(x) es el máximo común divisor de
f(x) y mL(x0, entonces tenemos que

Ker(h(L)) = Ker(f(L)) ∩Ker(mL(L)) = {0V } = Ker(I)

De esta manera, el teorema 19.2.6 nos dice que 1 no puede ser un divisor es-
tricto de h(x), una contradicción.

Teorema 19.2.10. — Sean p(x), q(x) ∈ K[x]−K polinomios. Si r(x) ∈ K[x] es

su mínimo común multiplo, entonces todo vector de Ker(r(L)) se puede escribir

como suma de un vector de Ker(p(L)) con un vector de ker(q(L)).

Demonstración. — Ya que p(x) y q(x) dividen r(x), tenemos que

Ker(p(L)),Ker(q(L)) < Ker(r(L))

Ahora, podemos escribir

r(x) = p(x)p1(x) = q(x)q1(x)

donde p1(x), q1(x) ∈ K[x] son polinomios relativamente primos, es decir, no
hay un polinomio de grado positivo que les divida a ambos. Esto nos asegura la
existencia de polinomios a(x), b(x) ∈ K[x] de manera que

a(x)p1(x) + b(x)q1(x) = 1

Luego,

a(L) ◦ p1(L) + b(L) ◦ q1(L) = I

Esta última igualdad nos dice que todo vector v ∈ V puede escribirse como

v = v1 + v2

donde
v1 = a(L) ◦ p1(L)(v), v2 = b(L) ◦ q1(L)(v).
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En el caso particular que v ∈ Ker(r(x)), tenemos que

p(L) ◦ p1(L)(v) = q(L) ◦ q1(L)(v) = 0V

y luego,

p(L)(v1) = q(L)(v2) = 0V ,

es decir,

v1 ∈ Ker(p(L)), v2 ∈ Ker(q(L)).

Teorema 19.2.11. — Sean p(x), q(x) ∈ K[x]−K polinomios relativamente pri-

mos, es decir, no existe un polinomio de grado positivo que divida a ambos. En-

tonces

Ker(p(L) ◦ q(L)) = Ker(p(L))⊕Ker(q(L))

Demonstración. — En este caso, el mínimo comúm múltiplo entre p(x) y q(x) es
r(x) = p(x)q(x). Por el teorema 19.2.10 tenemos que todo vector de Ker(p(L)◦
q(L)) se puede escribir como suma de un vector de Ker(p(L)) con un vector
de ker(q(L)). Ahora, como el máximo común divisor entre p(x) y q(x) es 1,
tenemos por el teorema 19.2.7 que Ker(p(L))∩Ker(q(L)) = Ker(I) = {0V }.

Un consecuencia directa del anterior es el siguiente.

Teorema 19.2.12. — Sea p1(x), ..., pr(x) ∈ K[x]−K polinomios relativamente

primos, entonces

Ker(p1(L)◦p2 ◦ · · · ◦pr(L)) = Ker(p1(L))⊕Ker(p2(L))⊕· · ·⊕Ker(pr(L))

19.2.2. Valores propios. — Sea λ ∈ K un valor propio de L y consideremos el
polinomio qλ(x) = x− λ ∈ K[x]. Por la definición, existe un vector propio v 6=
0V asociado a λ, es decir, L(v) = λv. Esto nos dice que Ker(qλ(L)) 6= {0V }.

Como tenemos que Ker(qλ(L)) 6= {0V }, el corolario 19.2.9 nos dice que
existe un polinomio de grado positivo que divide tanto a qλ(x) como a mL(x),
Pero qλ(x) es de grado uno y mónico, luego debemos tener que qλ(x) divide a
mL(x). En otras palabras, de entre los factores irreducibles mónicos de mL(x)

están los polinomios x− λ, donde λ ∈ K recorre todos los valores propios de L
en K .
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19.2.3. Descomposición en subespacios generalizados. — Consideremos la
descomposición en sus diferentes factores irreducibles del polinomio minimal

mL(x) = p1(x)
a1 · · · pr(x)ar

donde pj(x) ∈ K[x] son polinomios mónicos irreducibles y aj ∈ {1, 2, ...}.
Recordemos de la sección anterior que si λ ∈ K es un valor propio de L,

entonces uno de esos polinomios pj(x) debe ser igual a x− λ.

Definición 19.2.13. — Bajo las condiciones anteriores, el subespacio Ker(p
aj
j (L))

es llamado un subespacio generalizado de L.

Teorema 19.2.14. — Cada subespacio generalizado de L resulta ser invariante

por L.

Demonstración. — Sea v ∈ Ker(pajj (L)). Entonces

p
aj
j (L)(L(v)) = L(p

aj
j (L)(v)) = L(0) = 0

de donde obtenemos que L(v) ∈ Ker(pajj (L)).

La descomposición de mL(x) en sus factores irreducibles nos permite hacer
una descomposición del espacio vectorial V en suma directa de los subespacios
generalizados de L, como consecuencia del teorema 19.2.12.

Teorema 19.2.15. — En la condición anterior tenemos que

V = Ker(pa11 (L)) ⊕Ker(pa22 (L)) ⊕ · · · ⊕Ker(parr (L))

Más aún, el polinomio minimal de la restricción

L : Ker(p
aj
j (L))→ Ker(p

aj
j (L))

es dado por p
aj
j (x).

La descomposición anterior nos dice que si escogemos una base deKer(p
aj
j (L)),

por cada j = 1, ..., r, entonces la unión de ellas es una base B de V con la cual la
matriz asociada a L tendrá la forma

M(L,B,B) =




A1 0 0 0

0 A2 0 0
...

...
...

...
0 0 Ar−1 0

0 0 0 Ar
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donde Aj es una matriz cuadrada de tamaño igual a dimKKer(p
aj
j (L)).

19.2.4. Reducción al caso irreducible. — De esta manera, podemos asumir el
caso en que el polinomio minimal es de la forma

mL(x) = pa(x)

donde a ∈ {1, 2, ..} y p(x) ∈ K[x] es un polinomio mónico irreducible. Si logra-
mos encontrar una base donde la matriz quede de manera sencilla, entonces, en
el caso general, basta con usar esto en cada subespacio invariante que nos dá el
teorema 19.2.15.

19.2.4.1. Construcción de subespacios invariantes cíclicos. — Consideremos un
vector v ∈ V − {0V } y los vectores

v, L(v), L2(v), ....

Ya que dimKV <∞, existe un entero m ∈ {1, 2, 3, ...} de manera que

B = {v, L(v), ..., Lm(v)}
es un conjunto linealmente independiente, pero que

{v, L(v), ..., Lm+1(v)}
es un conjunto linealmente dependiente. Denotemos por Vv,L al subespacio gene-
rado por B.

Definición 19.2.16. — El subespacio Vv,L arriba construido es llamado un su-
bespacio cíclico de V para L.

De la construcción hecha es claro el siguiente hecho.

Teorema 19.2.17. — El subespacio cíclico Vv,L es invariante por L. Si B =

{v, L(v), ..., Lm(v)} es una base de Vv,L, entonces para m ≥ 2 tenemos que

M(L,B,B) =




0 0 · · · 0 0 ∗
1 0 · · · 0 0 ∗
0 1 · · · 0 0 ∗
...

...
...

...
...

...

0 0 · · · 1 0 ∗
0 0 · · · 0 1 ∗




y para m = 1, es decir, cuando v ∈ V es vector propio asociado aun valor propio

λ ∈ SpecK(L), tenemos que

M(L,B,B) = (λ)
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Por cada vector v ∈ V podemos construir la transformación lineal siguiente

σv : K[x]→ V : p(x) 7→ p(L)(v)

Ejercicio 51. — Im(σv) = Vv,L.

Teorema 19.2.18. — Existe un vector v ∈ V de manera que Ker(σv) =

Ker(L̂).

Demonstración. — Es claro que Ker(L̂) < Ker(σv), para cualquir v ∈ V .
Recordemos que estamos asumiendo mL(x) = pa(x), donde a ∈ {1, 2, ..} y
p(x) ∈ K[x] es un polinomio mónico irreducible. Tenemos que existe un vector
v ∈ V de manera que pa−1(L)(v) 6= 0V . Sea q(x) ∈ Ker(σv). Si h(x) es el
máximo común divisor de q(x) y mL(x), entonces por el teorema 19.2.8 tenemos
que v ∈ Ker(q(L)) = Ker(h(L)). Como h(x) divide mL(x) = p(x)a y p(x)
es irreducible, debemos tener que h(x) = pb(x), donde b ∈ {0, 1, ..., a}. De
esta manera, pb(L)(v) = 0V . Ahora, la condición anterior pa−1(L)(v) 6= 0V nos
asegura que b = a, es decir, h(x) = mL(x) y luego, q(x) ∈ Ker(L̂) como
queríamos.

Teorema 19.2.19. — Existe un vector v ∈ V − {0V } de manera que

dimKVv,L = grado mL(x)

Demonstración. — Sabemos, por el teorema 19.2.18, de la existencia de un vec-
tor v ∈ V de manera que Ker(σv) = Ker(L̂). De esta manera, tenemos que σv
induce un isomorfismo entre K[t]/Ker(L̂) y Im(σv) = Vv,L.

Teorema 19.2.20. — Tenemos que grado mL(x) ≤ dimKV . Además, la igual-

dad ocurre sí y sólo si V = Vv,L algún v ∈ V .

Demonstración. — Como consecuencia del teorema 19.2.19 tenemos que
grado mL(x) ≤ dimKV . Además, si V = Vv,L, entonces tenemos la
igualdad. Por otro lado, si suponemos que grado mL(x) = dimKV , en-
tonces por el teorema 19.2.19 existe un subespacio cíclico Vv,L < V con
dimKVv,L = grado mL(x) ; luego, V = Vv,L.
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Teorema 19.2.21. — Si Vv,L es un subespacio cíclico de V respecto a L, en-

toces el polinomio minimal de L : Vv,L → Vv,L es también mL(x) sí y sólo si

dimKVv,L = grado mL(x).

Demonstración. — Es claro que el polinomio minimal de L : Vv,L → Vv,L,
digamos n(x), debe dividir mL(x) ya que mL(L) = 0. Como consecuencia del
teorema 19.2.20 tenemos que dimKVv,L = grado n(x). De esta manera, tenemos
que n(x) = mL(x) sí y sólo si grado mL(x) = grado n(x) = dimKVv,L.

19.2.4.2. Descomposición en subespacios cíclicos. — Ahora procedemos a
nuestra segunda descomposición ; primero hemos descompuesto V en suma
directa de subespacios generalizados y ahora cada subespacio generalizado es
descompuesto en subespacios cíclicos.

Teorema 19.2.22. — Existen subespacios cíclicos V1,..., Vr de V de manera que

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr

Demonstración. — Primero escogemos un subespacio cíclico V1 < V tal que
dimKV1 = grado mL(x), cuya existencia es dad por el teorema 19.2.19. Luego
hay que buscar un subespacio W < V de manera que V = V1 ⊕W y tal que
W sea invariante por L. Luego, procedemos con W de la misma manera como
lo hemos hecho para V . Ya que la dimensión de V es finita, este proceso termina
después de un número finito de pasos.

Así, nuestro problema es como encontrar tal subespacio invariante W . La idea
es la siguiente. Consideramos la transformación lineal L restricta a V1

L1 : V1 → V1

cuyo polinomio minimal sigue siendo mL(x), y también consideramos la trans-
formación dual de L : V → V

L∗ : V ∗ → V ∗ : φ 7→ φ ◦ L
Recordemos que tenemos la dualidad

<,>: V ⊕ V ∗ → K : (v, φ) 7→< v, φ >= φ(v)

El espacio V ⊥
1 < V ∗ es invariante por L∗ y podemos considerar la transforma-

ción lineal

L∗
1 : V

∗/V ⊥
1 → V ∗/V ⊥

1

la cual resulta ser dual a L1 respecto a la dualidad

<,>: V1 ⊕ V ∗/V ⊥
1 → K : (v, φ) 7→< v, φ >= φ(v)
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Tenemos que, por el teorema 19.2.21, que dimKV
∗/V ⊥

1 = dimKV1 =

grado mL(x). Como consecuencia del teorema 19.2.20 obtenemos que V ∗/V ⊥
1

es un subespacio cíclico respecto a L∗
1.

Consideremos la proyección natural

π : V ∗ → V ∗/V ⊥
1

y sea v∗ ∈ V ∗ tal que π(v∗) genera el subespacio cíclico V ∗/V ⊥
1 .

Se puede verificar que (denotando por m = grado mL(x), que

{v∗, L∗
1(v

∗), ..., (L∗
1)

d−1(v∗)}
es un conjunto linealmente independiente. Consideremos el subespacio cíclico
V ∗
v∗,L∗ . Entonces, tenemos que

dimKV
∗
v∗,L∗ ≥ grado mL(x)

pero como sabemos, por el teorema 19.2.20, que

grado mL(x) ≤ dimKV
∗
v∗,L∗

obtenemos la igualdad

dimKV
∗
v∗,L∗ = grado mL(x)

Como consecuencia de esta igualdad, tenemos que

π : V ∗
v∗,L∗ → V ∗/V ⊥

1

es inyectiva, y como consecuencia, tenemos que

V ∗
v∗,L∗ ∩ V ⊥

1︸︷︷︸
Ker(π)

= {0V }

Ya que

dimKV
∗
v∗,L∗ + dimKV

⊥
1 = grado mL(x) + (dimKV − dimKV1︸ ︷︷ ︸

grado mL(x)

) = dimKV

obtenemos que

V ∗ = V ∗
v∗,L∗ ⊕ V ⊥

1

De esta manera, obtenemos que

V = (V ∗
v∗,L∗)⊥ ⊕ V1

Ya que V ∗
v∗,L∗ es invariante por L∗, obtenemos que W = (V ∗

v∗,L∗)⊥ es inva-
riante por L.
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19.2.5. Resumiendo lo anterior. — Supongamos que tenemos un espacio vec-
torial V , sobre un cuerpo K (el cual hemos asumido tiene característica 0) y tene-
mos una transformación lineal L : V → V , L 6= 0 (para la transformación trivial
cualquier representación matricial es dada por la matriz trivial).

Calculamos su polinomio minimal mL(x) ∈ K[x], el cual es el polinomio
mónico de grado menor con la propiedad que mL(L) = 0.

Hacemos a descomposición de mL(x) en sus factores irreducibles

mL(x) = p1(x)
a1 · · · pr(x)ar

donde pj(x) ∈ K[x] son polinomios mónicos irreducibles y aj ∈ {1, 2, ...}.
Si λ ∈ K es un valor propio de L, entonces uno de esos polinomios pj(x) debe

ser igual a x− λ.
Consideramos la descoposición en subespacios generalizados

V = Ker(pa11 (L)) ⊕Ker(pa22 (L)) ⊕ · · · ⊕Ker(parr (L))

El polinomio minimal de la restricción

L : Ker(p
aj
j (L))→ Ker(p

aj
j (L))

es dado por p
aj
j (x). La descomposición anterior nos dice que si escogemos una

base de Ker(p
aj
j (L)), por cada j = 1, ..., r, entonces la unión de ellas es una base

B de V con la cual la matriz asociada a L tendrá la forma

M(L,B,B) =




A1 0 0 0

0 A2 0 0
...

...
...

...
0 0 Ar−1 0

0 0 0 Ar




donde Aj es una matriz cuadrada de tamaño igual a dimKKer(p
aj
j (L)).

Ahora, cada subespacio generalizado se descompone en suma directa de subes-
pacios cíclicos, de manera que cada matriz Aj queda dada como

Aj =




B1 0 0 0

0 B2 0 0
...

...
...

...
0 0 Bsj−1 0

0 0 0 Bsj
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donde cada matriz Bk tiene la forma siguiente : si Bk tiene tamaño mayor ó igual
a 2, entonces

Bk =




0 0 · · · 0 0 ∗
1 0 · · · 0 0 ∗
0 1 · · · 0 0 ∗
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 0 ∗
0 0 · · · 0 1 ∗




y si Bk tiene tamaño 1, entonces

Bk = (λ)

donde λ ∈ SpecK(L).

Observación 19.2.23. — Uno puede descomponer cada subespacio cíclico en
suma directa de más subespacios cíclicos invariante de manera que cada matriz
Bk puede ser escrita como bloques diagonales más pequeños.

Supongamos que ya tenemos una descomposición de V en subespacios cíclicos
invariantes con la propiedad que cada uno de ellos no pueda ser escrito como suma
directa de otros subespacios propios invariantes por L.

Definición 19.2.24. — Un subespacio W < V que es invariante por L es lla-
mado irreducible si no es posible escribir W = U ⊕ Z , donde U,Z < W son
ambos invariantes por L y ambos no-triviales.

Teorema 19.2.25. — Sea W < un subespacio irreducible el cual es invariante

por L. Si el polinomio minimal de L :W →W es de la forma

m(x) = (x− λ)a

entonces λ ∈ SpecK(L) y existe una base B de W de manera que

M(L,B,B) =




λ 1 0 0 · · · 0 0

0 λ 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 · · · λ 1

0 0 0 0 · · · 0 λ




Ejercicio 52. — Encontrar las formas matriciales simples para el caso en que V

sea :
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(i) un espacio vectorial sobre C de dimensión finita ;

(ii) un espacio vectorial sobre R de dimensión 2.

Ejercicio 53. — Usar las formas normales simples para verificar que el polino-

mio característico es divisible por el polinimio minimal y que tienen los mismo

ceros.
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