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INTRODUCCIÓN

Sea K < L una extensión de cuerpos y X ⊂ Pn
L una variedad algebraica proyectiva definida sobre L. Denotamos

por Aut(X) al grupo de los automorfsimos birracionales de X definidos sobre L. Denotamos por [X ] al conjunto de
todas las variedades birracionalmente equivalentes a X . Si X1 y X2 son birracionalmente equivalents, entonces esto
lo denotamos por X1

∼= X2.
Dada una variedad algebraica proyectivaX ⊂ Pn

L, en general no es posible decidir si existe otra variedad algebraica
proyectiva Y ⊂ Pm

L , Y ∼= X , que esté definida sobre K . En el caso afirmativo, decimos que X es definible sobre K y
que K es un cuerpo de definición de X .

No es claro que la intersección de todos los subcuerpos de L sobre los cuales X es definible es también un cuerpo
de definición de X .

Si la extensión K < L es de Galois, entonces existe una acción natural del grupo de Galois Aut(L/K). Para
cada σ ∈ Aut(L/K), se puede definir una nueva variedad algebraica proyectiva Xσ ⊂ Pn

L, la cual satisface los
mismos invariantes algebraicos que X , pero que en general (salvo para curvas) no son del mismo tipo topológico.
Si σ ∈ Aut(L/K) y Y1 ∼= Y2, entonces Xσ ∼= Y σ . Así, tenemos la acción transitiva de Aut(L/K) sobre la órbita
OX = {[Xσ] : σ ∈ Aut(L/K)}. El estabilizador, por tal acción, sobre el punto X ∈ OX define un subgrupo
GX < Aut(L/K), dado por

GX = {σ ∈ Aut(L/K) : Xσ ∼= X}.

El subgrupo GX tiene asociado un cuerpo fijo, denotado por ML/K(X), donde K < ML/K(X) < L. Tal cuerpo
es llamado el cuerpo de móduli de X .

Todo cuerpo de definición de X necesariamente contiene el cuerpo ML/K(X). Luego, si ML/K(X) es un cuerpo
de definición, entonces este el cuerpo de definición más pequeño de X .

El problema de decidir si ML/K(X) es un cuerpo de definición deX es muy dificil. Existen condiciones necesarias
y suficientes (Teorema de Weil) para que ML/K(X) sea un cuerpo de definición. Tales condiciones son dificiles de
verificar en la práctica, con la posible excepción de ciertos casos particulares, por ejemplo, cuando Aut(X) es trivial.

En el caso que X es una curva algebraic proyectiva no-singular, existen varios resultados, tanto negativos como
positivos, respecto a la pregunat de si ML/K(X) es cuerpo de definición o no. En este caso, X tiene una estructura
de superficie de Riemann compacta y los morfismos algebraicos son funciones holomorfas. Así, uno puede utilizar
herramientas propias del análisis complejo para estudiar este tipo de problemas.

Una curva algebraica proyectiva no-singular (o superficie de Riemann compacta) X , definida sobre C, la cual
admite una función holomorfa no-constante f : X → P1

C (no necesariamente de Galois) con a lo más tres valores
críticos, es llamada una curva de Belyi (la función es llamada una función de Belyi). Un resultado muy impresionante,
debido a Belyi, nos dice que toda curva de Belyi está definida sobre Q y viceversa.

Curvas de Belyi se relacionan con los Dessin’s de enfants (diseños de niños) desarrollado por Grothendieck en su
Esquisse d’un programme en 1984. Toda función de Belyi produce de manera natural diseños de niños y viceversa
cada diseño de niños (sobre una superficie compacta orientable) induce una estructura de superficie de Riemann que
resulta ser una curva de Belyi (el diseño de niño induce de manera natural una función de Belyi).



x INTRODUCCIÓN

Todo lo anterior permite ver una relación entre combinatoria, superficies de Riemann y Teoría de Galois. Esto ha
desarrollado un mundo fascinante para investigar y por ahora una fuente de inspiración de muchos matemáticos.

Estas notas tienen como propósito dar un pequeño recuento de este tema para introducir a estudiantes avanzados y
no especialistas de manera rápida en este tema en un lenguage lo más simple posible. Como suele ocurrir cuando se
escriben notas, estas irán incrementandose y corrigiendose con el tiempo.

Finalmente, quiero agradecer a Gabino González-Diez, Mauricio Godoy y Sebastián Reyes por su ayuda en la
elaboración de estas notas y discusiones de los temas aquí tratados.

Rubén A. Hidalgo
Temuco, Chile, 2017



TABLA DE MATERIAS

Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix

1. Preliminares algebraicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1. Cuerpos de extensión. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Acciones de Aut(L/K) sobre L[x1, ..., xn] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Extensiones algebraicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4. Extensiones separables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.5. Extensiones de Galois. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.6. Extensiones de Galois general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2. Cuerpos de móduli y de definición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1. Variedades algebraicas proyectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2. Cuerpos de definición de variedades. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3. Cuerpo de móduli de variedades. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4. Cuerpos de móduli versus cuerpos de definición. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.5. Cuerpo de móduli de morfismos entre curvas algebraicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3. Teorema de Weil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.1. Teorema de Weil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2. Demostración de la unicidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3. Primera demostración de la existencia : version finita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.4. Segunda demostración de la existencia : versión finita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4. Aplicaciones del Teorema de Weil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.1. Cubrientes de Galois y modelo canónico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.2. Cubrientes regulares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.1. Curvas de género 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.2. Curvas de género 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.3. Curvas de género 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.4. Curvas hiperelípticas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

6. Caso Complejo : K = R, K = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.1. Notaciones preliminares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.2. ¿Cuándo es R cuerpo de móduli ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.3. ¿Cuándo es R cuerpo de definición ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
6.4. ¿Cuándo es R cuerpo de móduli y no es cuerpo de definición ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38



xii TABLA DE MATERIAS

6.5. Ejemplo de Shimura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
6.6. Ejemplo de Earle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
6.7. Ejemplo no-hiperelíptico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

7. Curvas de Belyi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
7.1. Curvas de Belyi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
7.2. Teorema de Belyi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
7.3. Curvas casi-platónicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
7.4. Cocientes de curvas de Belyi son curvas de Belyi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
7.5. Curvas de Belyi reales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

8. Jacobianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
8.1. Jacobianas y Matrices de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
8.2. Cuerpo de definicion de Jacobianas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

Indice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES ALGEBRAICOS

En este capítulo recordaremos algunos hechos básico en la teoría de Galois que necesitaremos para el resto de las
notas. Los textos de Artin [1], Jacobson [18] y Stewart [32] pueden ser consultados para una mayor comprensión del
tema. Daremos la definición de una extensión de Galois general, que en general no es una extensión de Galois, pero
que emula parte de la teoría de Galois. Para esto último, la idea es pensar en la extensíon del cuerpo Q dada por el
cuerpo C, lo cual será suficiente para estas notas.

1.1. Cuerpos de extensión

Definición 1.1.1. — Sea K un cuerpo. La característica de K es definido como el menor entero positivo nK (si es
que existe) tal que la suma de nK veces la unidad multiplicativa 1 ∈ K es igual a 0 ; en caso contrario, la característica
es definida como 0.

Tarea 1. — Sea K un cuerpo.

1. Si nk 6= 0 es la característica de K , entonces existe un homomorfismo de anillos φ : Znk
→ K . Concluir que

nK debe ser un número primo.

2. Si la característica de K es un primo p, entonces verificar que existe un subcuerpo de K isomorfo a cuerpo
finito Zp. Este es llamado el cuerpo básico de K .

3. Si la característica de K es 0, entonces verificar que existe un subcuerpo de K isomorfo a cuerpo de los
racionales Q. Este es llamado el cuerpo básico de K .

Definición 1.1.2. —

1. Un cuerpo L es llamado una extensión del cuerpo K , esto denotado por K < L (la notación clásica es L/K)
si K es un subcuerpo de L.

2. Si K < L, entonces L es un K-espacio vectorial. La dimensión de L como K-espacio vectorial, dimKL =

[L : K], es llamado el grado de la extensión.

3. Si K < L, entonces denotamos por Aut(L/K) al grupo de los automorfismos del cuerpo L que actúan como
la identidad sobre el subcuerpoK .

Tarea 2. — Verificar que
Aut(R/Q) = {I}, Aut(C/R) = 〈σ(x) = x〉 ∼= Z2
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Definición 1.1.3. — Sea K < L. Si A ⊂ L, entonces denotaremos por K(A) al subcuerpo más pequeño de L que
contiene a K y todo los elementos de A. En el caso particular que A = {u}, usaremos la notación K(u).

Tarea 3. —

1. SeaK < L,A ⊂ L. Verificar queK(A) es dado por la intersección de todos los subcuerpos deL que contienen
a K y A.

2. Si K < N < L, donde K < N es de grado [N : K] y N < L es de grado [L : N ], entonces K < L es de
grado [L : K] = [L : N ][N : K].

Proposición 1.1.4. — Sea K < L una extensión de cuerpos y {σ1, ..., σn} ⊂ Aut(L/K) un subconjunto finito no
vacío. Si λ1, ..., λn ∈ L so tales que, para cada a ∈ L vale que

λ1σ1(a) + · · ·+ λnσn(a) = 0,

entonces

λ1 = · · · = λn = 0.

Demonstración. — Supongamos que, por el contrario, existen λ1, ..., λn ∈ L, no todos igual a 0, de manera que, para
cada a ∈ L, vale que λ1σ1(a) + · · ·+ λnσn(a) = 0.

De entre todas esas posibles elecciones para λ1,..., λn, escogemos una que minimize la cantidad de valores dife-
rentes de cero ; digamos que el número minimal de tales valores es m. Así, módulo una permutatción de los índices
{1, 2, ..., n}, podemos asumir que

λ1σ1(a) + · · ·+ λmσm(a) = 0, ∀a ∈ L,

λj 6= 0, j ∈ {1, ...,m}.

Es claro que m ≥ 2, ya que si m = 1, tendríamos que λ1σ1(a) = 0, para todo a ∈ L. Como λ1 6= 0, esto diría que
σ1(a) = 0, para todo a ∈ L ; una contradicción tomando a = 1.

Como σ1 6= σ2, existe algún b ∈ L tal que σ1(b) 6= σ2(b).
Tenemos las siguientes iguladades :

0 = λ1σ1(ab) + · · ·+ λmσm(ab) = λ1σ1(a)σ1(b) + · · ·+ λmσm(a)σm(b)

0 = σ1(b)(λ1σ1(a) + · · ·+ λmσm(a)) = λ1σ1(a)σ1(b) + · · ·+ λmσm(a)σ1(b),

de donde se obtiene que

0 = {λ2(σ2(b)− σ1(b))}︸ ︷︷ ︸
λ̂2

σ2(a) + · · ·+ {λm(σm(b)− σ1(b))}︸ ︷︷ ︸
λ̂m

σm(a).

Como λ̂2 6= 0, obtenemos una contradicción a la minimalidad de m.
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1.2. Acciones de Aut(L/K) sobre L[x1, ..., xn]

Consideremos una extensión K < L y su grupo de automorfismos Aut(L/K).
Si P (x1, ..., xn) =

∑
ai1,...,inx

i1
1 · · ·xinn ∈ L[x1, ..., xn], y σ ∈ Aut(L/K), entonces definimos la acción de σ

sobre P como

P σ(x1, ..., xn) =
∑

σ(ai1,...,in)x
i1
1 · · ·xinn ∈ L[x1, ..., xn].

Notemos que si r1, ..., rn ∈ L, entonces

σ ◦ P ◦ σ−1(r1, ..., rn)) =
∑

σ(ai1,...,in)r
i1
1 · · · rinn = P σ(r1, ..., rn).

1.3. Extensiones algebraicas

Definición 1.3.1. — Si K < L, entonces un elemento u ∈ L es llamado algebraico sobre K si existe un polinomio
P (x) ∈ K[x]−{0} tal que P (u) = 0 (visto esto en L) ; en caso contrario, diremos que u ∈ L es trascendental sobre
K .

Tarea 4. — Sea K < L y u ∈ L. Considere la función

φ : K[x] → K(u) < L : P (x) 7→ φ(P (x)) = P (u).

1. Si u es trascendental sobreK , entonces φ induce un isomorfismoK(x) ∼= K(u), dondeK(x) denota el cuerpo
de las funciones racionales con coeficientes en K .

2. Sea u algebraico sobre K . Verifique que el núcleo I de φ es un ideal principal. Sea Pu(x) ∈ K[x] el único
generador de I que es mónico (este polinomio es llamado el polinomio minimal de u). Ver que Pu(x) es
irreducible en K[x] y concluir que I es ideal maximal de K[x]. Ver que φ induce un isomorphismo entre K(u)

y el cuerpo K[x]/I .

Definición 1.3.2. — Una extensión K < L es llamada una extensión algebraica si todos los elementos de L son
algebraicos sobre K ; en caso contrario decimos que es una extensión trascendental.

Tarea 5. —

1. Sea K < L. Si α ∈ L es algebraico sobre K , entonces K(α) es una extensión de grado finito sobre K . De
manera similar, si α1, ..., αr ∈ L son algebraicos sobre K , entonces K(α1, ..., αr) es una extensión de grado
finito sobre K .

2. Si K < L es una extensión finita (es decir de grado finita), entonces ella es una extensión algebraica.

3. Sea K < N < L, de manera que la extensión K < N es algebraica sobre K y N < L es algebraica
sobre N . Verificar que K < L es algebraica sobre K . Ind. Si α ∈ L, entonces existe un polinomio Q(x) =

a0 + a1x+ · · · anxn ∈ N [x] tal que Q(α) = 0. Ahora considere el cuerpo M = 〈K, a0, ..., an〉. Notar que M
es una extension de grado finito sobre K y que M(α) es una extesión de grado finito sobre M . Concluir que
M(α) es una extensión de grado finito sobre K .

4. Verificar que R no es una extensión algebraica de Q.

Definición 1.3.3. —
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1. Un cuerpo F es llamado algebraicamente cerrado si todo polinomio de grado positivo en F [x] tiene raices en
F .

2. Una clausura algebraica de un cuerpoK es un cuerpo de extensiónK < L que es algebraicamente cerrado y
tal que todos los elementos de L son algebraicos sobre K .

Tarea 6. —

1. Ver que C es una clausura algebraica de R pero que no es clausura algebraica de Q.

2. Sea K < L una extensión algebraica de K . Verificar que existe una clausura algebraica comun de K y L.

Teorema 1.3.4. — Todo cuerpo tiene al menos una clausura algebraica.

Tarea 7. — Utilice el Lema de Zorn para probar el Teorema 1.3.4.

Tarea 8. — El Teorema 1.3.4 nos dice que cada cuerpo tiene al menos una clausura algebraica. Esta tarea tiene
como objetivo verificar que todas ellas son isomorfas como cuerpo.

1. Sea K < L y K < M , donde L y M son algebraicamente cerrados. Sea α ∈ L un elemento algebraico sobre
K , cuyo polinomio minimal es Pα(x) ∈ K[x]. Sea β ∈ M tal que Pα(β) = 0. Ver que es posible extender el
automorfismo trivial I : K → K : k 7→ k a un isomomorfismo σ : K(α) < L→ K(β) < M .

2. Verificar que dos clausuras algebraicas del mismo cuerpo son necesariamente isomorfas.

1.4. Extensiones separables

Definición 1.4.1. — Una extension algebraicaK < L es llamada separable si para todo u ∈ L vale que el polinomio
minimal Pu(x) ∈ K[x] tiene todas sus raices simples en una clausura algebraica de K .

Observación 1.4.2. — Existen cuerpos con extensiones algebraicas que no son separables. En particular, para tales
cuerpos, una clausura algebraica no es una extensión separable. En estos casos, uno puede considerar sólo las exten-
siones algebraicas finitas separables y construir (usando el Lema de Zorn) clausuras algebraicas separabales. Estas
clausuras algebraicas separables coinciden con las clausuras algebraicas para aquellos cuerpos donde no existe un
aextension finita no-separable.

Definición 1.4.3. — Un cuerpo K es llamado un cuerpo perfecto si

1. K tiene característica 0 ; o bien

2. K tiene característica finita p 6= 0 y cada elemento de K tiene una raíz p-ésima en K (por ejemplo, si K es
finito).

Tarea 9. —

1. Verificar que si K es un cuerpo perfecto y K < L es una extension algebraica, entonces esta es siempre una
extensión separable.
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2. Sea K < L, donde K es un cuerpo perfecto y L es una clausura algebraica de K . Sea α ∈ L un elemento
algebraico sobre K , cuyo polinomio minimal es Pα(x) ∈ K[x] el cual tiene grado d. Ver que e número de
extensiones del automorfismo trivial I : K → K : k 7→ k a un monomorfismo σ : K(α) → L es exáctamente
d.

1.5. Extensiones de Galois

1.5.1. Extensiones de Galois finita. —

Definición 1.5.1. — Una extensión finita K < L es llamada una extensión de Galois finita si
(i) K < L es una extensión separable y
(ii) para todo u ∈ L vale que su polinomio minimal tiene todas sus raices en L.

1.5.2. Extensiones de Galois infinita. —

Definición 1.5.2. — Una extensión infinita K < L que es la unión de extensiones finitas de Galois de K es llamada
una extension de Galois infinita. Es decir, tenemos extensiones de Galois finitas K < Ej (j ∈ J), donde Ej < L y
∪j∈JEj = L.

Tarea 10. — Ver que toda extensión de Galois infinita es una extensión algebraica.

Observación 1.5.3. — Si K es un cuerpo perfecto y K es una clausura algebraica, entonces K define una extensión
de Galois sobre K .

1.5.3. Topología de Krull. — Supongamos que tenemos una extensión de Galois infinita K < L. Por definición,
tenemos extensiones de Galois finitas K < Ej (j ∈ J), dondeEj < L y ∪j∈JEj = L.

Tarea 11. — Si σ ∈ Aut(L/K), entonces su restricción σEj a la extensión de Galois finita Ej induce un elemento
de Aut(Ej/K).

Por cada σ ∈ Aut(L/K) podemos considerar sus rectricciones σEj ∈ Aut(Ej/K). De esta manera, tenemos una
función

Φ : Aut(L/K) →
∏

j∈J

Aut(Ej/K)

σ → Φ(σ) = (σEj )j∈J

Tarea 12. — Verificar que Φ es una función inyectiva.

Cada grupo de Galois Aut(Ej/K) es un grupo finito, de orden igual al grado de la extensión K < Ej . Dota-
mos a Aut(Ej/K) de la topología discreta y consideramos la topología producto en

∏
j∈J Aut(Ej/K). Esta es una

topología Hausdorff ya que cada factor lo es.
Consideramos la topología inducida sobre Φ(Aut(L/K)) y la regresamos por medio de la función inyectiva Φ

a Aut(L/K) (dejando a Φ como un homeomorfismo sobre su imágen). Esta es llamada la Topología de Krull en
Aut(L/K). Notamos que con esta topología de Krull, el espacio topológico Aut(L/K) es Hausdorff.
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Notemos que cada Aut(Ej/K) es un abierto en la topología de Krull. Una base para tal topología es dada por los
abiertos de la forma σAut(E/K), donde K < E < L y K < E recorre todas las extensiones de Galois finitas.

Teorema 1.5.4. — Sea K < L una extensión de Galois. Entonces la topología de Krull en Aut(L/K) es totalmente
disconexa.

Demonstración. — Sea A ⊂ Aut(L/K) tal que hay dos puntos diferentes σ1, σ2 ∈ A. Como Aut(L/K) es Haus-
dorff, podemos encontrar un subgrupo Γ = Aut(N/K) < Aut(L/K), donde K < N es extensión de Galois finita,
de manera que σ2 /∈ σ1Γ. Notemos que σ1Γ es un abierto que contiene a σ1. También, como Aut(L/K) − σ1Γ es
una unión de clases laterales de Γ ; este conjunto también es un abierto y contiene a σ2. De esta manera, A es unión
disjunta de abiertos inducidos, cada uno no vacío : A = (σ1Γ ∩ A) ∪ ((Aut(L/K)− σ1Γ) ∩ A).

1.5.4. Subgrupos cerrados. — Sea K < L una extensión de Galois y G < Aut(L/K) un subgrupo.
Si la extensión de Galois es finita, entonces la topología de Krull no es nada más que la topología discreta. En este

caso G es un grupo cerrado siempre.
Si la extensión de Galois es infinita, entonces podemos considerar el cuerpo fijo

LG = Fix(G) = {l ∈ L : σ(l) = l, ∀σ ∈ G}
y el subgrupo

G = Aut(L/LG) = {σ ∈ Aut(L/K) : σ|LG = ILG}.
Claramente,G < G. El grupoG es la clausura en la topología de Krull del grupoG. Equivalentemente, el grupoG

es cerrado en la topología de Krull si G = Aut(L/LG).

1.5.5. Teorema fundamental de la teoría de Galois. — El resultado principal de la teoría de Galois finita es el
siguiente.

Teorema 1.5.5 ([1, 18, 32]). —

1. Sea K < L una extensión de Galois finita y consideremos las categorías siguientes :

A = {G < Aut(L/K)}
B = {N : K < N < L}

Entonces las funciones

τAB : A → B : G 7→ τAB(G) = Fix(G) = {x ∈ L : g(x) = x, ∀g ∈ G}
τBA : B → A : N 7→ τBA(G) = {σ ∈ Aut(L/K) : σ(x) = x, ∀x ∈ N}

son una inversa de la otra, en particular, invertibles.

2. Sea K < L una extensión de Galois infinita y consideremos las categorías siguientes :

Ac = {G < Aut(L/K) subgrupos cerrados}
B = {K < N < L}

Entonces las funciones

τAcB : Ac → B : G 7→ τAcB(G) = Fix(G) = {x ∈ L : g(x) = x, ∀g ∈ G}
τBAc : B → Ac : N 7→ τBAc(G) = {σ ∈ Aut(L/K) : σ(x) = x, ∀x ∈ N}

son una inversa de la otra, en particular, invertibles.
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Proposición 1.5.6. — Sea K < L una extensión de Galois finita, digamos de grado m. Sean Aut(L/K) =

{σ1, ..., σm}, donde σ1 es la identidad, y sea {e1, e2, ..., em} una base de L como espacio vectorial sobre K .
Entonces la matriz

A =




e1 e2 · · · em
σ2(e1) σ2(e2) · · · σ2(em)

...
...

...
...

σm(e1) σm(e2) · · · σm(em)




tiene determinate diferente de cero. Es decir, la transformación L-lineal A : Lm → Lm es invertible.

Demonstración. — Consideremos la aplicación L-lineal

A : Lm → Lm

[λ1 · · · λm] 7→ [λ1 · · · λm]A.

Sólo necesitamos ver que el núcleo de esta transformación es trivial. La condición

[λ1 · · · λm]A = [0 · · · 0]
es equivalente a 




λ1σ1(e1) + · · ·+ λmσm(e1) = 0

λ1σ1(e2) + · · ·+ λmσm(e2) = 0
...

...
...

λ1σ1(em) + · · ·+ λmσm(em) = 0

lo cual es equivalente a tener que

λ1σ1(a) + · · ·+ λmσm(a) = 0, ∀a ∈ L.

Como consecuencia de la Proposición 1.1.4, obtenemos que λ1 = · · · = λm = 0.

Ejemplo 1.5.7. —

1. Sea K = R y L = C. En esta caso, Aut(L/K) = 〈σ(z) = z〉 ∼= Z2. Una base de L sobre K es dada por
{e1 = 1, e2 = i}. La matriz A correspondiente es

A =

[
1 i

1 −i

]

cuyo determinante es −2i 6= 0.

2. Sea K = Q y L = Q(ρ), donde ρ = e2πi/5. En este caso, Aut(L/K) = 〈σ〉 ∼= Z4, donde




σ(ρ) = ρ3

σ(ρ2) = ρ

σ(ρ3) = ρ4

σ(ρ4) = ρ2

Una base de L sobre K es dada por {e1 = 1, e2 = ρ, e3 = ρ2, e4 = ρ3}. La matriz A correspondiente es

A =




1 ρ ρ2 ρ3

1 ρ3 ρ ρ4

1 ρ4 ρ3 ρ2

1 ρ2 ρ4 ρ




cuyo determinante es −5(ρ− ρ2 − ρ3 + ρ4) 6= 0.
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La función traza Tr : L → K : a 7→ ∑
σ∈Γ σ(a) se extiende de manera natural al anillo de polinomios Tr :

L[x1, ..., xn] → K[x1, ..., xn] : P 7→∑
σ∈Γ P

σ.

Teorema 1.5.8. — Sea K < L una extensión de Galois (finita o infinita) y Γ = Aut(L/K). Sea {e1, e2, ..., em} una
base para el K-espacio vectorial L.

1. Si P ∈ L[x1, ..., xn], entonces P ∈ SpanL(Tr(e1P ), ...,Tr(emP )).

2. Si I < L[x1, ..., xn] es un ideal tal que ∀σ ∈ Γ y ∀P ∈ I vale que P σ ∈ I , entonces I se puede generar (como
ideal) por polinomios en I ∩K[x1, ..., xn].

Demonstración. — Sea P ∈ I y consideremos una extensión de Galois finita K < M , donde M < L, y tal que
P ∈M [x1, ..., xn]. Sea IM = I ∩M [x1, ..., xn]. No es dificil ver que IM es un ideal de M [x1, .., xn].

Consideremos una base de M como espacio vectorial sobre K , digamos {e1, e2, ..., em} y denotemos por ΓM =

Aut(M/K) = {σ1, ..., σm}, donde σ1 es la identidad.
Como cada τ ∈ ΓM puede ser visto como la restricción de algún σ ∈ Γ, notamos que P τ = P σ ∈ I , luego

P τ ∈ IM .
Consideremos los siguientes polinomios de M [x1, ..., xn]





Q1 = Tr(e1P ) = e1P + σ2(e1)P
σ2 + · · ·+ σm(e1)P

σm

Q2 = Tr(e2P ) = e2P + σ2(e2)P
σ2 + · · ·+ σm(e2)P

σm

...
...

...
Qm = Tr(emP ) = emP + σ2(em)P σ2 + · · ·+ σm(em)P σm

Observamos que Q1, ..., Qm ∈ IM . Además, por la construcción, para cada τ ∈ ΓM vale que Qτ
1 = Q1,..., Qτ

m =

Qm, es decir, Q1, ..., Qm ∈ K[x1, ..., xn]. De esta manera,Q1, ..., Qm ∈ IM ∩K[x1, ..., xn] < I ∩K[x1, ..., xn].
Por la Proposición 1.5.6, tenemos que la matriz

A =




e1 e2 · · · em
σ2(e1) σ2(e2) · · · σ2(em)

...
...

...
...

σm(e1) σm(e2) · · · σm(em)




es invertible, es decir, la transformación lineal A : Mm → Mm es invertible, donde a Mm lo pensamos como el
espacio de columnas de longitud m con coeficientes en M . Esto nos asegura la existencia de valores λ1, ..., λm ∈ M

tales que Aλ = E, donde λ = t[λ1 λ2 · · · λm] y E = t[1 0 · · · 0]. Luego, P = λ1Q1 + λ2Q2 + · · ·+ λmQm.

Ejemplo 1.5.9. — Consideremos el caso K = R y L = C. En este caso Γ = Aut(C/R) = 〈σ(z) = z〉 ∼= Z2. Si
I < C[x1, ..., xn] es un ideal con la propiedad de que para cada P ∈ I vale que P σ ∈ I , entonces el Teorema 1.5.8 nos
dice que I se puede generar por polinomios en I ∩ R[x1, ..., xn]. De hecho, si consideramos la base {e1 = 1, e2 = i}
de C sobre R, entonces si P ∈ I , tenemos que

Q1 = P + P σ, Q2 = iP − iP σ,

de donde obtenemos que

P =
1

2
Q1 −

i

2
Q2.
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1.6. Extensiones de Galois general

Muchos de los resultados que veremos en esta monografía serán válidos no tan sólo para el caso de extensiones
de Galois ; estos serán válidos también para otros tipos de extensiones : estas serán extensiones algebraicamente
cerradas en característica cero. Primero partiremos con una definición que indica la propiedad más importante de estas
extensiones.

Definición 1.6.1. — Diremos que una extensión K < L es una extensión de Galois general de K si para todo
cuerpo N , donde K < N < L, se tiene que Fix(Aut(L/N)) = N .

Tarea 13. —

1. Toda extensión de Galois es una extensión de Galois general.

2. El caso K = Q y L = C nos da un ejemplo de una extensión de Galois general que no es una extensión de
Galois.

3. El caso K = Q y L = R no es una extensión de Galois general.

El resultado siguiente determina las extensiones de Galois general.

Teorema 1.6.2. — Sea K < F es una extensión de cuerpos.

1. Si F es algebraicamente cerrado de caracterísitica cero, entonces K < F es una extensión de Galois general.

2. Si K < L una extensión de Galois general en característica p 6= 0, entonces ella es una extensión de Galois.

1.6.1. Prueba del Teorema 1.6.2. — Primero describiremos algunos lemas necesarios para la demostración de la
primera parte del Teorema

Lema 1.6.3. — Sea K < L < F , donde F es algebraicamente cerrado y sea L la clausura algebraica de L en F . Si
σ ∈ Aut(F/L), then σ define un automorfismo del cuerpo L y luego σ ∈ Aut(L/L).

Demonstración. — Sea σ ∈ Aut(F/L) y a ∈ L. Como σ actúa como la identidad sobre L, se tiene que σ(a) es cero
del polinomio irreducible Irr(a, L) ∈ L[x]. Luego σ(a) ∈ L.

Lema 1.6.4. — Sea K < L < F , donde F es algebraicamente cerrado y sea L la clausura algebraica de L en F .
Entonces, para cada σ ∈ Aut(L/L) existe una extensión η ∈ Aut(F/L).

Demonstración. — Sea F = {(M,ρ) : L < M < F, ρ ∈ Aut(M/L), ρ|L = σ}. Definimos la relación de orden
parcial ≤ definida por

(M1, ρ1) ≤ (M2, ρ2) ⇐⇒ M1 < M2, ρ2|M1 = ρ1.

Si consideramos una cadena
(M1, ρ1) ≤ (M2, ρ2) · · · ,

entonces definimos
M = ∪∞

j=1Mj

ρ|Mj = ρj

Como M1 < M2 < · · · , se tiene que M es un cuerpo y satisface que L < M < F . Ya que ρj |Mk
= ρk, para

k ≤ j, se tiene que ρ está bien definida y es de hecho un elemento de Aut(M/L) que es extensión de σ. De esta
manera, (M,ρ) ∈ F y obtenemos que cada cadena tiene un elemento maximal.
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Ahora podemos usar el Lema de Zorn para verificar la existencia de un elemento maximal (M∞, ρ∞) ∈ F .
Ya que para cualquier extensión simple de M∞ se puede escoger una extensión de ρ∞, se tiene que M∞ = F .

Lema 1.6.5. — SeaK < F , donde F es algebraicamente cerrado y suponga que todo cuerpo L, dondeK < L < F ,
es perfecto. Entonces, la extensión K < F es Galois general.

Demonstración. — Sea K < L < F . Queremos verificar que Fix(Aut(F/L)) = L. Es claro, por la definición, que
L < Fix(Aut(F/L)). Supongamos que existe algún α ∈ Fix(Aut(F/L))− L.

Si α ∈ L, entonces (al ser L perfecto) podemos tomar un cero β ∈ L de Irr(α,L) ∈ L[x], β 6= α. Luego, es
posible encontra algún σ ∈ Aut(L/L) tal que σ(α) = β. Por el Lema 1.6.4, podemos extender a un η ∈ Aut(F/L)

tal que η(α) = β 6= α, una contradicción.
Si α /∈ L, entonces α y α + 1 son ambos trascendentales sobre L. Luego, existe algún σ ∈ Aut(L/L) tal que

σ(α) = α+ 1 y procedemos como arriba para obtener η ∈ Aut(F/L) con η(α) 6= α, una contradicción.

1.6.1.1. Prueba de la primera parte. — Ahora, la primera parte delTeorema 1.6.2 es consecuencia del lemma 1.6.5
y del hecho que todo cuerpo de característica cero es perfecto.

1.6.1.2. Prueba de la segunda parte. — Veamos que K < L es una extension algebraica. Supongamos que existe
γ ∈ L que sea trascendental sobre K . Entonces K(γ) es isomorfo al cuerpo de funciones racionales en una variable
con coeficientes en K . En particular, se tiene que K(γp) 6= K(γ). Como estamos en característica p, tenemos que

Q(x) = xp − γp = (x− γ)p ∈ L[x].

Ahora, si σ ∈ Aut(L/K) es tal que σ(γp) = γp, entoncesQσ(x) = xp−σ(γp) = Q(x), de donde obtenemos que
σ(γ) = γ, al ser γ la única raiz de Q. Pero esto nos asegura que Fix(Aut(L/K(γp))) 6= K(γp), una contradicción.

Veamos ahora que K < L es una extensión separable. Si no fuese así, existiría algún α ∈ L − K con Q(x) =

Irr(α,K)(x) ∈ K[x] satisfaciendo que, en L[x],

Q(x) = (x − α1)
N · · · (x− αn)

N Q̂(x) ∈ L[x],

donde α = α1, N ≥ 2, αi 6= αj para i 6= j, y Q̂(x) sin raices en L (podría ser una contante no cero).
Si σ ∈ Aut(L/K), entonces ella fija cada polinomio simétrico en α1,..., αn. Como Fix(Aut(L/K)) = K , esto

nos dice que (x− α1) · · · (x− αn) ∈ K[x], con lo que obtendríamos una contradicción con la propiedades de Q(x).

Veamos ahora que K < L es un cuerpo de descomposición. El argumento es similar al anterior. Supongamos que
no fuese el caso, entonces existe α ∈ L−K con Q(x) = Irr(α,K)(x) ∈ K[x] satisfaciendo que, en L[x],

Q(x) = (x − α1) · · · (x− αn)Q̂(x) ∈ L[x],

donde α = α1, αi 6= αj para i 6= j, y Q̂(x) sin raices en L pero de grado al menos 2. Si σ ∈ Aut(L/K), entonces ella
fija cada polinomio simétrico en α1,..., αn. Luego, (x−α1) · · · (x−αn) ∈ K[x], otra vez obteniendo una contradicción
a las propiedades de Q y Q̂.



CAPÍTULO 2

CUERPOS DE MÓDULI Y DE DEFINICIÓN

2.1. Variedades algebraicas proyectivas

Consideremos un cuerpo L y denotemos por Pn
L el espacio proyectivo de dimensión n sobre el cuerpo L. En toda

este capítulo, denotaremos por C a un cuerpo algebraicamente cerrado.

Teorema 2.1.1 (Teorema de la base de Hilbert [13]). — Sea L un cuerpo. Todo ideal de L[x1, ..., xn] es finitamente
generado.

El Teorema de la base de Hilbert permite dar la siguiente definición de variedad algebraica proyectiva.

Definición 2.1.2. — Sea C un cuerpo algebraicamente cerrado. Una variedad algebraica proyectiva X ⊂ Pn
C es

dado como los ceros comunes de una colección finita de polinomios homogéneosP1, ..., Pr ∈ C[x0, ..., xn], donde los
puntos de Pn

C son denotados por [x0 : x1 : · · · : xn].

Consideremos la función

F : Cn+1 − {0} → Cr

definida por

F (x0, ..., xn) = (P1(x0, ..., xn), ..., Pr(x0, ..., xn))

y la proyección natural

π : Cn+1 − {0} → Pn
C .

Si X ⊂ Pn
C y X̂ = F−1(0), entonces π(X̂) = X .

Definición 2.1.3. — Sea X ⊂ Pn
C una variedad algebraica. Diremos que un punto π(p) ∈ X es un punto singular si

DF (p) no tiene rango maximal. Si X no tiene puntos singulares, entonces diremos que X es no-singular (suave).

Definición 2.1.4. — Diremos que dos variedades algebraicas proyectivas, digamos X ⊂ Pn
C y Y ⊂ Pm

C son equi-
valentes si existe una función birracional entre ellas definida sobre C ; esto lo denotaremos por el símbolo X ∼= Y .

Definición 2.1.5. — SeaX ⊂ Pn
C una variedad algebraica y U un subcuerpo de C. Diremos queX está definida sobre

U si existen polinomios homogénesoQ1, ...Qs ∈ U [x0 : ... : xn] tales queX es dado como los ceros comunes a ellos.
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Definición 2.1.6. — Consideremos una variedad algebraica X ⊂ Pn
C y U un subcuerpo de C. Diremos que un punto

p = [a0 : a1 : · · · : an] ∈ X es U-racional si p = [σ(a0) : σ(a1) : · · · : σ(an)] para cada σAut(C/U).

La busqueda de puntos U-racionales en una variedad algebraica X ⊂ Pn
C , donde U < C, es muy dificil de hacer.

Inclusive esto es dificil en el caso C = U . En algunos casos particulares esto es posible.

Definición 2.1.7. — Sea L un cuerpo y C una clausura algebraica de L. Consideremos una curva algebraica C ⊂ Pn
C .

Diremos que un divisor D = p1 + · · · + pr de C es L-racional si para cada σ ∈ Aut(C/L) se tiene que Dσ =

σ(p1) + · · ·σ(pr) = D.

Proposición 2.1.8 ([15, 16]). — Sea L un cuerpo y C una clausura algebraica de L. SeaC ⊂ C una curva algebraica
de género 0 definida sobre el cuerpo L. Si C tiene un divisor L-racional de grado impar, entonces C tiene un punto
L-racional.

Demonstración. — Sea KC un divisor canónico sobre C, luego definido sobre L. Como C es degénero 0, el grado
de KC es −2. Sumando al divisor D multiplos enteros de KC , podemos obtener un nuevo dividor E de grado 1 y
que sigue siendo L-racional. Como consecuencia del Teorema de Riemann-Roch, se tiene que l(E) ≥ 2. Esto nos
dice que existe una función racioanl, definida sobre L, digamos f , de manera que F = E + (f) ≥ 0. Es claro que el
divisor F es L-racional, positivo y de grado 1 ; en particular, F = p, donde σ(p) = p, para todo σ ∈ Aut(L/L). En
consecuencia, p ∈ C es un punto L-racional.

Corolario 2.1.9 ([15, 16]). — Sea K < L una extensión separable de grado impar. Sea C una curva de género 0

definida sobre K . Si C tiene un punto L-racional, entonces también tiene un punto K-racional.

Demonstración. — Sea n el grado de la extensión K < L, el cual estamos asumiendo impar. Sea q ∈ C un punto
L-racioanl y sean σ1, ..., σn : L→ L las diferentes incrustaciones de L en una clausura algebraica L de L (que hemos
fijado) con σj(k) = k para todo k ∈ K . El divisor D = σ1(q) + · · ·+ σn(q) es claramente un divisor K-racional de
grado impar. Luego, la Proposición 2.1.8 nos asegura la existencia de un punto K-racional en C.

Tarea 14. — Si K < L es una extensión de Galois y Γ = Aut(L/K).

1. Si σ ∈ Γ, entonces verificar que

σ̂ : Pn
L → Pn

L

σ̂([a0 : · · · : an]) = [σ(a0) : · · · : σ(an)]
está bién definida y define una biyección del espacio proyectivo Pn

L.

2. σ̂−1 = σ̂−1.

3. Sea r ∈ {0, 1, ..., n} y Ur = {[x0 : · · · : xn] ∈ Pn
L : xr = 1}. Verificar que, para cada σ ∈ Γ, vale que σ̂(Ur) =

Ur. Denote por πr : Ur → Ln la proyección dada por πr([x0 : · · · : xn]) = (x0, ..., xr−1, xr+1, ..., xn).
Verificar que, si

σ̃ : Ln → Ln

σ̃(b1, ..., bn) = (σ(b1), ..., σ(bn))

entonces

πr ◦ σ̂ = σ̃ ◦ πr.
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Si tenemos una extensión de GaloisK < L, entonces podemos considerar una clausura algebraica C de L. Entonces
tenemos un homomorfismo sobreyectivo natural

ρ : Aut(C/K) → Aut(L/K)

definido por restricción.
Sea X ⊂ Pn

C una variedad algebraica proyectiva definida sobre L, es decir, como los ceros comunes de una colec-
ción de polinomios homogeneos P1, ..., Pr ∈ L[x0, ..., xn].

Sean η1, η2 ∈ Aut(C/K) tales que ρ(η1) = ρ(η2) = σ. Entonces se puede ver que η̂1(X) = η̂2(X) = Xσ es la
variedad algebraica proyectiva definida como los ceros comunes de los polinomios P σ

1 ,..., P σ
r .

Teorema 2.1.10. — Sea K < L una extensión de Galois (finita o infinita), Γ = Aut(L/K) y C una clausura alge-
braica de L. SeaX ⊂ Pn

C una variedad algebraica proyectiva. Si ∀σ ∈ Γ vale queXσ = X , entoncesX está definida
sobre K .

Demonstración. — Supongamos que las coordenadas proyectivas de Pn
L son dadas por [x0 : x1 : · · · : xn]. Tomando

x0 = 1, podemos considerar la variedad afín X0 ⊂ Ln de X .
Sea σ ∈ Γ y η ∈ Aut(C/K) tal que ρ(η) = σ. Nuestra hipótesis nos asegura que η̃(X0) = X0.
Consideremos el ideal I < C[x1, ..., xn] asociado a la variedad X0, es decir, el ideal de todos los polinomios

P ∈ C[x1, ..., xn] tales que P (b1, ..., bn) = 0 para cada (b1, ..., bn) ∈ X0.
Sea P ∈ I . Notemos que, para (b1, ..., bn) ∈ X0 vale que

0 = η̃(P (b1, ..., bn)) = P σ(η(b1), ..., η(bn)) = P σ ◦ η̃(b1, ..., bn).
Como η̃ : X0 → X0 es una biyección, lo anterior dice que P σ(c1, ..., cn) = 0 para cada (c1, ..., cn) ∈ X0. Esto

nos asegura que P σ ∈ I .
Ahora, el Teorema 1.5.8 dice que I se puede generar (como ideal) por polinomios en I ∩K[x1, .., xn] ; de donde

obtenemos que X0 está definida sobre K . Por el proceso de homogenización vemos que esto también es válido para
X .

2.2. Cuerpos de definición de variedades

Definición 2.2.1. — Sea K < L una extensión de cuerpos, C una clausura algebraica de L y X ⊂ Pn
C una variedad

algebraica proyectiva definida sobre L (es decir, una variedad algebraica proyectiva definida por polinomios homogé-
neos con coeficientes en L). Un cuerpo de definición de X , con respecto a la extensión K < L, es cualquier cuerpo
N , K < N < L, tal que existe una variedad algebraica proyectiva Y ∼= X (isomorfismo birracional definido sobre L)
definida sobre N .

Tarea 15. — Sea K < N < J < L tal que N es un cuerpo de definición de X . Entonces, J es también un cuerpo
de definición de X .

Observación 2.2.2. — Si tenemosK < N < L dondeN es un cuerpo de definición deX , no es muy claro determinar
si es posible encontrar un cuerpo U , donde K < U < N , que también sea un cuerpo de definición de X .
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2.3. Cuerpo de móduli de variedades

Definición 2.3.1. — Sea K < L una extensión de cuerpos, C una clausura algebraica de L, y X ⊂ Pn
C una variedad

algebraica proyectiva definida sobre L, digamos definida por los polinomios homogéneos P1, ..., Pr ∈ L[x0, ..., xn].

1. Si σ ∈ Aut(L/K), entonces σ actúa sobre cada coeficiente del polinomio Pj . De esta manera, obtenemos po-
linomios homogéneos P σ

j . Esta acción permite obtener una nueva variedad algebraica proyectivaXσ, obtenida
como los ceros comunes de los polinomios P σ

1 , ..., P
σ
r ∈ L[x0, ..., xn].

2. LK(X) := {σ ∈ Aut(L/K) : X ∼= Xσ}. Los isomorfismos birracionales están definidos sobre L.

3. Se define el cuerpo de móduli ML/K(X) de X , respecto a la extensión K < L, como el cuerpo fijo del
subgrupo LK(X).

Observación 2.3.2. — Consideremos la extensión de Galois de grado dos dada por Q < Q(
√
3) y la curva algebraica

C :

{
y4 = (x2 − 3)(x2 − 1)

z4 = x−
√
3

En este caso tenemos que Aut(Q(
√
3)/Q) = 〈τ〉 ∼= Z2, donde τ(

√
3) = −

√
3. Ahora, se tiene que

Cτ :

{
y4 = (x2 − 3)(x2 − 1)

z4 = x+
√
3

Se puede verificar que no existe un isomorfismo h : C → Cτ definido sobre Q(
√
3) ; con lo cual se obtiene que

Q(
√
3)Q(C) = {I}, es decir, MQ(

√
3)/Q(C) = Q(

√
3).

Por otro lado, si consideramos la extensión de Galois Q < Q, obtenemos que para cada σ ∈ Aut(Q/Q) vale que
σ(
√
3) =

√
3 (en cuyo caso Cσ ∼= C) o bien vale que σ(

√
3) = −

√
3 (en cuyo caso Cσ = Cτ ). Pero en este último

caso, tenemos un isomorfismos h : C → Cσ definido sobre Q, dado por h(x, y, z) = (−x, y, ρz), donde ρ4 = −1.
Así, se obtiene que QQ(C) = Aut(Q/Q), es decir, M

Q/Q(C) = Q.
Este ejemplo nos dice que el cuerpo de moduli depende de la extensión.

Tarea 16. — Sea K < L una extensión de cuerpos y C una clausura algebraica de L. Sea X ⊂ Pn
C una variedad

algebraica proyectiva definida sobre. Supongamos que X está definida por los polinomios homogéneos P1, ..., Pr ∈
L[x0, ..., xn].

1. Verificar que LK(X) es un subgrupo de Aut(L/K).

2. Sea σ ∈ Aut(L/K). Ver que [x0 : · · · : xn] ∈ X es un punto singular de X sí y sólo si [σ(x0) : · · · : σ(xn)] ∈
Xσ es punto singular de Xσ. Concluir que X es no-singular sí y sólo si Xσ es no-singular.

3. Verificar que K < ML/K(X) < L.

4. Si P1, ..., Pr ∈ K[x0, ..., xn] y K < L es una extensión de Galois general, entonces ML/K(X) = K .

5. Si K < N < L, entonces LN(X) < LK(X). Concluir que ML/K(X) < ML/N(X).

6. Dar un ejemplo K < N < L de manera que ML/K(X) 6=ML/N(X).

7. Si K < L es una extensión y N =ML/K(X), entoncesML/N(X) =ML/K(X). Indicación : Notar que para
N =ML/K(X) vale que LK(X) = LN(X).

8. Si X ∼= Y , entonces ML/K(X) =ML/K(Y ).

Teorema 2.3.3 (Dèbes-Emsalem [6]). — Si K < L es una extensión de Galois, entonces LK(X) es un subgrupo
cerrado de Aut(L/K) en la topología de Krull, es decir, LK(X) = Aut(L/ML/K(X)).
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Demonstración. — Si K < L es una extensión de Galois finita, entonces no hay nada que probar. Supongamos que
estamos con una extensión de Galois infinita. Como LK(X) < Aut(L/ML/K(X)), sólo nos resta ver la contensión
Aut(L/ML/K(X)) < LK(X). Lo que si sabemos es queAut(L/ML/K(X)) es la clausura deLK(X) en la topología
de Krull.

Sea σ ∈ Aut(L/ML/K(X)).
Es claro que podemos encontrar una extensión de Galois finita K < N , donde N < L y X está definida sobre N .

Tenemos que Aut(L/N) es un subgrupo normal de Aut(L/K) de índice finito. Esto nos asegura que σAut(L/N)

es un abierto que contiene a σ. Luego, LK(X) ∩ σAut(L/N) 6= ∅. De aquí vemos que existe η ∈ LK(X) tal que
σ−1η ∈ Aut(L/N). Como X está definida sobre N , se tiene que Xσ−1η = X , es decir, Xσ = Xη ∼= X ; de donde
tenemos que σ ∈ LK(X), como deseabamos verificar.

2.4. Cuerpos de móduli versus cuerpos de definición

Teorema 2.4.1. — Sea K < L una extensión de Galois general, C una clausura algebraica de L y X ⊂ Pn
C una

variedad algebraica proyectiva definida sobre L. Entonces, todo cuerpo de definición de X respecto a la extensión
K < L contiene al cuerpo de móduli de X .

Demonstración. — Sea K < N < L, donde N es un cuerpo de definición de X . Podemos asumir que X está
definida por polinomios homogéneos con coeficientes en N . Sea σ ∈ Aut(L/N) < Aut(L/K). Entonces, tenemos
que Xσ = X , es decir, σ ∈ LK(X). Esto nos asegura la contención Aut(L/N) < LK(X). Luego, ML/K(X) =

Fix(Lk(X)) < Fix(Aut(L/N)) = N .

Dado el resultado anterior, podemos preguntarnos por la intersección de todos los cuerpos de definicion N , K <

N < L, de una variedad algebraica proyectivaX ⊂ Pn
C definida sobre L, donde C es una clausura algebraica de L.

Teorema 2.4.2. — [22] Sea K un cuerpo de característica p 6= 2 y sea K < L una extensión de Galois general. Sea
C una clausura algebraica de L y X ⊂ Pn

C una variedad Abeliana polarizada o bien una curva algebraica proyectiva
no-singular definida sobre L. Entonces :

1. Aut(L/ML/K(X)) = {σ ∈ Aut(L/K) : Xσ ∼= X}.

2. Si estamos en característica cero (luego L = C) y además en L hay elementos trascendentales sobre K ,
entonces ML/K(X) es igual a la intersección de todos los cuerpos de definición de X en L.

3. Existe un cuerpo de definición de X de grado finito sobre ML/K(X).

Observación 2.4.3. — Es importante notar el punto 2., en el teorema anterior, la condición de la existencia de tras-
cendentales. Si, por ejemplo, tenemos la extensión de Galois R < C (en el cual no hay trascendentales sobre R),
entonces cualquier curva que tenga cuerpo de moduli R y que no se pueda definir sobre R será un contra-ejemplo.

En el caso de curvas algebraicas no-singulares, el resultado anterior se puede ver en [11], generalizando un resultado
de J. Wolfart [35] para característica 0.

Teorema 2.4.4. — [11] Sea L un cuerpo algebraicamente cerrado y X ⊂ Pn
L una curva algebraica proyectiva no-

singular. Sea K el cuerpo básico de L. Entonces, existe un cuerpo de definición de X en L que es extensión finita del
cuerpo de móduli ML/K(X).



16 CAPÍTULO 2. CUERPOS DE MÓDULI Y DE DEFINICIÓN

Notemos que el Teorema 2.4.4 vale para curvas algebraicas proyectivas no-singulares definidas sobre el cuerpo de
los números complejos L = C, en cuyo caso K = Q.

El siguiente resultado nos dice que siempre podemos asumir que tenemos una extensión K < L, donde L = K ,
una clausura algebraica de K , y que K =ML/K(X).

Teorema 2.4.5. — Sea K < L una extensión, donde L es un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea X ⊂ Pn
L una

variedad algebraica proyectiva. Sea ML/K < L la clausura algebraica del cuerpo de móduli ML/K(X). Entonces

ML/K(X) =MML/K(X)/ML/K(X)(X).

Demonstración. — Sean FX = {σ ∈ Aut(L/K) : Xσ ∼= X} y ML/K(X) = Fix(FX). Denotemos porML/K(X)

la clausura algebraica de ML/K(X) en L. Similarmente, sean F̂X = {σ ∈ Aut(ML/K(X)/ML/K(X)) : Xσ ∼= X}
y MML/K(X)/ML/K(X)(X) = Fix(F̂X).

Si σ ∈ FX , entonces como σ actúa como la identidad sobreML/K(X), este define un elemento deAut(ML/K(X)/ML/K(X))

(por restricción) y luego un elemento de F̂X . Esto nos dice que

MML/K(X)/ML/K(X)(X) < ML/K(X).

Como ML/K(X) < M
ML/K(X)/ML/K(X)

(X), se obtiene la igualdad deseada.

La noción de cuerpos de móduli para variedades Abelianas polarizadas fué introducida por T. Matsusaka en [24] y
luego definida por G. Shimura en [30]. Para este caso de variedades, se tiene la siguiente información.

Teorema 2.4.6. — [31] SeaK un cuerpo de característica 0 yK una clausura algebraica deK . SeaX una variedad
Abeliana polarizada X definida sobre K de dimensión n genérica, es decir, su cuerpo de móduli MK/K(X) tiene
grado de trascendencia n(n+ 1)/2 sobre K .

1. Si X es de dimensión impar, entonces X se puede definir sobre su cuerpo de móduli MK/K(X).

2. SiX es principalmente polarizada de dimensión par, entoncesX no se puede definir sobre su cuerpo de móduli
MK/K(X).

2.5. Cuerpo de móduli de morfismos entre curvas algebraicas

Sea K < L una extensión de cuerpos y C una clausura algebraica de L donde estarán definidos todos nuestros
objetos.

Sean X e Y curvas algebraica proyectiva no-singulares, donde X está definida sobre L e Y está definida sobre
ML/K(X). Sea P : X → Y un morfismo algebraico de grado finito definido sobre L.

2.5.1. Cada σ ∈ Aut(L/K) produce un morfismo algebraico natural P σ : Xσ → Y σ. Por otro lado, como Y está
definida sobre ML/K(X), tenemos Y σ = Y y luego P σ : Xσ → Y .

Definición 2.5.1. — En las notaciones anteriores.

1. Decimos que P : X → Y es equivalente a P σ : Xσ → Y , lo que denotamos por {P : X → Y } ∼= {P σ :

Xσ → Y }, si existe un isomorphismo fσ : X → Xσ, definido sobre L, tal que P σ ◦ fσ = P .

2. LK(P : X → Y ) := {σ ∈ Aut(L/K) : {P : X → Y } ∼= {P σ : Xσ → Y }}.
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3. Se define el cuerpo de móduli ML/K(P : X → Y ) de P : X → Y , respecto a la extensión K < L, como el
cuerpo fijo del subgrupo LK(P : X → Y ).

De la definición, se observa que ML/K(X) < ML/K(P : X → Y ). Pero en general puede ocurrir que esos
cuerpos son diferentes.

Tarea 17. — Dar un ejemplo donde ML/K(X) 6=ML/K(P : X → Y ).

Más a delante veremos que es posible escoger un modelo canónico B de Y , el cual se puede definir sobre
ML/K(X), y un isomorphismo Q : Y → B, de manera que ML/K(X) = ML/K(Q ◦ P : X → B). Este es un
resultado debido a Pierre Dèbes y Michel Emsalem [6].

2.5.2. Cubrientes de Galois. — En el caso que el morfismo P : X → Y es de Galois, es decir, definido por la
acción de un grupo finito G < Aut(X). En este caso, escribiremos LK(P : X → Y ) = LK(P : X → Y,G) y
ML/K(P : X → Y ) =ML/K(P : X → Y,G) para hacer referencia al grupo G.

Por cada σ ∈ Aut(L/K), podemos también mirar el grupo Gσ = {γσ : γ ∈ G}. Notemos que si σ ∈ LK(P :

X → Y ) y fσ : X → Xσ es un isomorfismo birracional, entonces la condición P σ ◦ fσ = P nos asegura que
fσGf

−1
σ = Gσ . Por otro lado, si σ ∈ LK(X) y fσ : X → Xσ es un isomorfismo birracional, entonces puede ocurrir

que fσGf−1
σ 6= Gσ .

Supongamos que el grupo G es único en Aut(X) (por ejemplo, si G es un subgrupo característico de Aut(X)) o
bién si G = Aut(X)). En este caso tenemos que el grupo Gσ es único en Aut(Xσ) para cada σ ∈ Aut(L/K). La
unicidad de G nos asegura que si σ ∈ LK(X) y fσ : X → Xσ es un isomorfismo birracional, entonces fσGf−1

σ =

Gσ , en particular, que vale la igualdad P σ ◦ fσ = P . Esto permite concluir el siguiente resultado.

Teorema 2.5.2. — Sean X una variedad algebraica proyectiva no-singular, G < Aut(X) un grupo finito de auto-
morfismos birracionales de X y P : X → Y un morfismo algebraico definido por la acción de G. Si el grupo G es
único en Aut(X), entonces

LK(X) = LX(P : X → Y ) = LX(P : X → Y,G)

ML/K(X) =ML/K(P : X → Y ) =ML/K(P : X → Y,G).





CAPÍTULO 3

TEOREMA DE WEIL

En general el cuerpo de móduli no es un cuerpo de definición. El resultado más importante respecto a este punto
es el siguiente debido a A. Weil que nos da condiciones necesarias y suficientes para que el cuerpo de móduli sea un
cuerpo de definición. En este capítulo recordaremos este famoso teorema y daremos una demostración existencial y
otro computacional de este.

3.1. Teorema de Weil

Sea K < L una extensión general de Galois, con L algebraicamente cerrado, y sea K la clausura algebraica de K
en L. Si σ ∈ Aut(L/K), entonces tenemos que (por restricción) σ ∈ Aut(K/K).

Lema 3.1.1. — Sea K < L una extensión general de Galois, con L algebraicamente cerrado. Sea X ⊂ Pn
L una va-

riedad algebraica proyectiva definida sobre L. Si X se puede definir sobre K , entonces para cada σ ∈ Aut(L/K)(=

LK(X)) existe un isomorfismo birracional fσ : X → Xσ, definido sobre L, tal que para cada par σ, τ ∈ Aut(L/K)

vale la igualdad fστ = fσ
τ ◦ fσ.

Demonstración. — Si X se puede definir sobre K , entonces existe un isomorfsimo birracionalR : X → Y , definida
sobre L, donde Y es una variedad algebraica definida sobreK . Si σ ∈ Aut(L/K), entonces, como Y σ = Y , podemos
definir el isomorfismo birracional

fσ = (Rσ)−1 ◦R : X → Xσ.

Si σ, τ ∈ Aut(L/K), entonces tenemos que

fσ
τ ◦ fσ = ((Rτ )−1 ◦R)σ ◦ (Rσ)−1 ◦R = (Rστ )−1 ◦Rσ ◦ (Rσ)−1 ◦R = (Rστ )−1 ◦R = fστ .

Observación 3.1.2. — Sea X ⊂ Pn
L es una variedad algebraica proyectiva definida sobreK, dondeK =ML/K(X).

1. Si σ ∈ Aut(L/K), entonces σ define por restricción un elemento de Aut(K/K). Así, podemos notar que
ML/K(X) = MK/K . Más aún, si X está definida sobre una extensión de Galois K < N , N < L, entonces
ML/K(X) =MN/K .

2. Como X está definida por un número finito de polinomios con coeficientes en K , entonces sólo tenemos una
cantidad finita de variedades Xσ que son birracionalmente equivalentes con X . Esto último debido a que po-
demos encontrar una extensión de Galois finita K < N , N < L, que contiene a todos los coeficientes de tales
polinomios. Si además los isomorfismos birracionales fσ : X → Xσ se pueden definir sobre K , entonces
podemos asumir que ellos también están definidas sobre la extensión de Galois finita K < N .
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3. Si X se puede definir sobre K , entonces en la demostración del Lema 3.1.1 se puede escoger que R : X → Y

sea definida sobre K . De esta manera, como σ preserva K, se tiene que los isomorfismos birracionales fσ :

X → Xσ están necesariamente definidos sobre K. De esta manera, por el punto 2., existe una extensión de
Galois finita K < N , N < L, de manera que las variedades algebraicas Xσ birracionalmente equivalentes con
X y los isomorfismos birracionales fσ : X → Xσ están todas definidas en N .

Teorema 3.1.3 (Teorema de Weil [33]). — Sea K < L una extensión general de Galois, L algebraicamente cer-
rado, yX ⊂ Pn

L una variedad algebraica proyectiva definida sobreK , dondeK =ML/K(X). Supongamos que para
cada σ ∈ Aut(L/K)(= LK(X)) existe un isomorfismo birracional fσ : X → Xσ, definido sobre K, tal que para
cada par σ, τ ∈ Aut(L/K) vale la igualdad fστ = fσ

τ ◦ fσ . Entonces vale lo siguiente.

1. (Existencia) Existe una variedad algebraica proyectiva Y , definida sobreK , y existe un isomorfismo birracional
R : X → Y , definido sobre K , de manera que, para todo σ ∈ Aut(L/K), vale la igualdad Rσ ◦ fσ = R. Si,
además, los isomorfismos birracionales fσ son todos isomorfismos biregulares, entonces se puede asumir que
el isomorfismo R : X → Y es también biregular.

2. (Unicidad) Más aún, si el par (R̂, Ŷ ) es otra solución al problema anterior, entonces existe un isomorfismo
birracional F : Y → Ŷ , definido sobre K , de manera que R̂ = F ◦R.

Como consecuencia de la Observación 3.1.2, el Teorema de Weil es consecuencia de la siguiente versión finita.

Teorema 3.1.4 (Versión finita del Teorema de Weil [33]). — Sea K < L una extensión de Galois de grado finito,
C una clasusura algebraica de L y X ⊂ Pn

C una variedad algebraica proyectiva definida sobre L, donde K =

ML/K(X). Supongamos que para cada σ ∈ Aut(L/K)(= LK(X)) existe un isomorfismo birracional fσ : X →
Xσ, definido sobre L, tal que para cada par σ, τ ∈ Aut(L/K) vale la igualdad fστ = fσ

τ ◦ fσ. Entonces vale lo
siguiente.

1. (Existencia) Existe una variedad algebraica proyectiva Y , definida sobreK , y existe un isomorfismo birracional
R : X → Y , definido sobre L, de manera que, para todo σ ∈ Aut(L/K), vale la igualdad Rσ ◦ fσ = R. Si,
además, los isomorfismos birracionales fσ son todos isomorfismos biregulares, entonces se puede asumir que
el isomorfismo R : X → Y es también biregular.

2. (Unicidad) Más aún, si el par (R̂, Ŷ ) es otra solución al problema anterior, entonces existe un isomorfismo
birracional F : Y → Ŷ , definido sobre K , de manera que R̂ = F ◦R.

Observación 3.1.5. — Notemos que la condición fστ = fσ
τ ◦ fσ, en el Teorema de Weil, asegura que fe = I , el au-

tomorfismo identidad de X , donde e ∈ Aut(L/K) es la identidad. Para esto, basta asumir τ = σ = e. Originalmente,
en las hipótesis del Teorema de Weil en [33] sólo se asume que la extensión K < L sea una extensión separable de
grado finito.

Corolario 3.1.6. — Sea K < L una extensión de Galois de grado finito y X ⊂ Pn
L una variedad algebraica proyec-

tiva sin automorfismos biracionales, salvo la identidad. Entonces ML/K(X) es cuerpo de definición de X .

Observación 3.1.7. —

1. En general, una curva algebraica no tienen automorfismos biracionales (diferentes del trivial). Luego, en el caso
genérico se tienen que el cuerpo de móduli es un cuerpo de definición.
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2. Si X e Y son curvas algebraicas no-singulares, entonces cualquier isomorfismo birracional f : X → Y es
biregular.

3.2. Demostración de la unicidad

Supongamos que tenemos R : X → Y y R̂ : X → Ŷ isomorfismos birracionales definidos sobre L, donde Y y
Ŷ son variedades definidas sobre K , de manera que, para todo σ ∈ Aut(L/K), valen las igualdades Rσ ◦ fσ = R

y R̂σ ◦ fσ = R̂. Entonces F = R̂ ◦ R−1 : Y → Ŷ es un isomorfismo birracional, definido sobre L. Para cada
σ ∈ Aut(L/K) se tiene que

F σ = (R̂ ◦R−1)σ = R̂σ ◦ (Rσ)−1 = (R̂ ◦ f−1
σ ) ◦ (R ◦ f−1

σ )−1 = R̂ ◦R−1 = F,

de donde se obtiene que F está realmente definido sobre K .

3.3. Primera demostración de la existencia : version finita

3.3.1. Existencia : caso birracional. — Denotemos por L(X) el cuerpo de funciones racionales de X , definidas
sobre L. Por el Lema de Normalización de Noether [27], L(X) es finitamente generada sobre L.

Si σ ∈ Aut(L/K) y φ ∈ L(X), entonces tenemos φσ = σ ◦ φ ◦ σ−1 ∈ L(Xσ). Como fσ : X → Xσ es un
isomorfismo birracional, podemos considerar φσ ◦ fσ ∈ L(X). De esta manera, obtenemos un automorfismo

σ∗ : L(X) → L(X) ∈ Aut(L(X)/K),

definido por la regla

σ∗(φ) = φσ ◦ fσ = f∗
σ(φ).

Ya que fe = I , se tiene que e∗ : L(X) → L(X) es la identidad.
Consideremos la función

Φ : Aut(L/K) → Aut(L(X)/K) : σ 7→ σ∗.

Lema 3.3.1. — La función Φ es un homomorfismo de grupos inyectivo.

Demonstración. — Ya hemos notado que Φ(e) = I . Ahora, supongamos que σ, τ ∈ Aut(L/K) y φ ∈ L(X).
Entonces tenemos que

Φ(τ)(Φ(σ)(φ)) = τ∗(σ∗(φ)) = τ∗(φσ ◦ fσ) = (φσ ◦ fσ)τ ◦ fτ = φτσ ◦ f τ
σ ◦ fτ = φτσ ◦ fτσ,

con lo cual obtenemos que Φ es un homomorfismo de grupos. Para ver la inj=yectividad, supongamos que σ ∈
Aut(L/K) es diferente de la identidad, pero que σ∗ es la identidad. Entonces, como σ no es la identidad (y la
extensión K < L es Galois), existe r ∈ L − K tal que σ(r) 6= r. Tomemos φ = r, la función constante igual a r.
Entonces φ = σ∗(φ) = φσ ◦ fσ = φσ = σ(r) 6= r = φ, una contradicción.

Como consecuencia del Lema 3.3.1, tenemos el isomorfismo de grupos finitos

Φ : Γ = Aut(L/K) → Γ∗ = Φ(Aut(L/K)) < Aut(L(X)/K).

Sea F < L(X) el cuerpo fijo por el grupo finito Γ∗. Luego,
(i) K < F,
(ii) F < L(X) es una extensión de Galois de grado finito (de hecho del mismo grado que la extension K < L) y
(iii) F está finitamente generado sobre K [34].
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Supongamos que F está generado, sobre K , por las funciones racionales ψ1,..., ψs, es decir, F = K(ψ1, ..., ψs).
Consideremos el homomorfimo

Θ : K[x1, ..., xs] → F

definido por la asignación Θ(xj) = ψj , para cada j = 1, ..., s. Entonces, ker(Θ) define una variedad algebraica X0,
definida sobre K , con anillo de funciones K[X0] = K[x1, ..., xs]/ ker(Θ). Es claro que por definición Θ induce un
isomorfismo entre el cuerpoK(X0) de funciones racionales deX0 y F. Así, podemos asumir que la variedadX0 tiene
a F como cuerpo de funciones sobre K . En otras palabras, L(X0) = L(ψ1, ..., ψs) < L(X).

Lema 3.3.2. — L(X) = L(X0).

Demonstración. — Es claro que tenemos la contensión L(X0) < L(X). Ahora, como

L(X0) = Fix(H∗)

donde
H∗ = {σ∗ : σ ∈ Γ, σ(α) = α, ∀α ∈ L, y σ∗(ψj) = ψj , j = 1, ..., s},

observamos que, si σ∗ ∈ H∗, entonces σ = e ; con lo cual tenemos que H∗ = {I} y, en particular, Fix(H∗) =

L(X).

El Lema 3.3.2 nos dice que X y X0 son birracionalmente equivalentes sobre L, es decir, existe un isomorfismo
birracional, definido sobre L, digamos

R : X → X0

de manera que, para cada φ ∈ L(X), vale que

(∗) φ = Q(ψ1, ..., ψs) ◦R
donde Q es racional en s variables definida sobre L. Más aún, φ ∈ F sí y sólo si Q tiene sus coeficientes en K .

Si φ ∈ F y σ ∈ Γ, entonces podemos escribir φ = ψ ◦R, donde ψσ = ψ. De esta manera, tenemos que

ψ ◦R = φ = σ∗(φ) = σ∗(ψ ◦R) = (ψ ◦R)σ ◦ fσ = ψσ ◦Rσ ◦ fσ = ψ ◦Rσ ◦ fσ.
Luego, podemos deducir que R = Rσ ◦ fσ.

3.3.2. Existencia : caso biregular. — Los argumentos anteriores dan una demostración de la parte (1) del Teorema
de Weil para el caso de isomorfismos birracionales, pero no para el caso biregular. A continución analizamos este caso.
Sabemos de la existencia de una variedad algebraicaY , definida sobreK , y un isomorfismo birracionalR : X → Y , de
manera que, para cada σ ∈ Aut(L/K), vale que R = Rσ ◦ fσ . Ahora estamos asumiendo que todos los isomorfismos
fσ : X → Xσ son biregulares.

Supongamos que Aut(L/K) = {σ1 = e, σ2, ..., σr}, donde e es el automorfismo identidad, y consideremos una
base de L sobre K , digamos {α1, ..., αr}.

Sean fj = fσj , para cada j = 1, ..., r. Previamente hemos notado que f1 es la identidad I : X → X . Consideremos
la función regular

F : X ⊂ Pn
L → Pn

L×
r· · · ×Pn

L

x ∈ X 7→ F (x) = (f1(x) = x, f2(x), ..., fr(x)) = (y1, ..., yr).

Es claro que F es un isomorfismo biregular entre X y la variedad algebraica definida por F (X).
Denotemos las coordenadas proyectivas x, y1,..., yr como sigue :

x = [x0 : · · · : xn],
yj = [yj0 : · · · : yjn], j = 1, ..., r.



3.3. PRIMERA DEMOSTRACIÓN DE LA EXISTENCIA : VERSION FINITA 23

Consideremos las siguientes (n+ 1)r coordenadas

zs1,...,sr = y1s1y2s2 · · · yrsr , s1, ..., sr ∈ {0, 1, ..., n},
y la función regular

G : Pn
L×

r· · · ×Pn
L → P

(n+1)r−1
L

(y1, ..., yr) 7→ G(y1, ..., yr) = [z0,...,0 : · · · : zn,...,n].
Se tiene que G define un isomorfismo biregular entre Pn

L×
r· · · ×Pn

L y G(Pn
L×

r· · · ×Pn
L).

De esta manera,
H = G ◦ F : X ⊂ Pn

L → H(X) ⊂ P
(n+1)r−1
L

define un isomorfismo biregular entre X y la variedad algebraica definida por H(X).
Si

fj(x) = [fj0(x) : · · · : fjn(x)], j = 1, ..., r,

entonces la coordenada (s1, ..., sr) de H(x) es dada por

Hs1,...,sr(x) = f1s1(x)f2s2(x) · · · frsr(x)
y se tiene que

H(x) = [f10(x)f20(x) · · · fr0(x) : · · · : f1n(x)f2n(x) · · · frn(x)].
De la igualdad fστ = fσ

τ ◦ fσ, para cada σ, τ ∈ Aut(L/K), se obtiene que para cada σ ∈ Aut(L/K) vale que

fσ
σj

= fσσj ◦ f−1
σ ,

de donde
fσ
jsj = (fσσj )sj ◦ f−1

σ = fm(j)sj ◦ f−1
σ , (σ ◦ σj = σm(j)).

De esta manera,
Hσ

s1,...,sr = fσ
1s1f

σ
2s2 · · · fσ

rsr = fm(1)s1fm(2)s2 · · · fm(r)sr ◦ f−1
σ .

Lo anterior nos dice que, para cada σ ∈ Aut(L/K), la función

Hσ : Xσ → P
(n+1)r−1
L

satisface la relación
Hσ ◦ fσ = Tσ ◦H,

donde Tσ es una permutación de las coordenadas de P(n+1)r−1
L . Luego, obtenemos un homomorfismo

θ : Aut(L/K) → θ(Aut(L/K)) = G < PGL(n+1)r(L) : fσ 7→ θ(fσ) = Tσ,

donde G es un subgrupo de permutaciones de coordenadas, es decir, tenemos una acción de Aut(L/K) dada por

permutación de coordenadas del espacio proyectivo P
(n+1)r−1
L .

Podemos ahora considerar la función

T = H ◦R−1 : Y → T (Y ) ⊂ P(n+1)r−1

la cual es un isomorfismo birracional entre Y y H(X) (la variedad algebraica que define T (Y )).
Si consideramos una coordenada ρ = (s1, ..., sr), entonces

Tρ = Hρ ◦R−1 =
r∑

j=1

αjhρj

donde hρj : Y → L son funciones racionales definidas sobre K .
De esta manera, para cada σ ∈ Aut(L/K), se tiene que

T σ
ρ =

r∑

l=1

σ(αj)hρj .
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Consideremos el sistema lineal 



T σ1
ρ =

∑r
l=1 σ1(αj)hρj

...
...

...
T σr
ρ =

∑r
l=1 σr(αj)hρj





que dan representaciones lineales de las r funcions racionales T σ1
ρ ,..., T σr

ρ en términos de las r funciones racionales
hρ1,..., hρr .

Como la extensión K < L es Galois, este sistema lineal es invertible. Luego, podemos obtener representaciones
lineales de las r funcions racionales hρ1,..., hρr en términos de las r funciones racionales T σ1

ρ ,..., T σr
ρ .

Esto nos da un automorfismo lineal de P(n+1)r−1
L , digamos J : P

(n+1)r−1
L → P

(n+1)r−1
L , de manera que, para cada

σ ∈ Aut(L/K), la función racional

Q = J ◦ T : Y → P
(n+1)r−1
L ,

tiene como coordenadas las funciones hρj , donde ρ recorre todas las coordenadas (s1, ..., sr) módulo permutación por
el grupo G y j ∈ {1, ..., r}, es un isomorfismo birracional entre Y y la variedad algebraica Z definida por Q(Y ).
Como Y y Q están definidas sobre K , se tiene que la variedad algebraica Z está definida sobre K .

Ahora, consideramos la función
P = J ◦H : X ⊂ Pn

L → P
(n+1)r−1
L ,

que es un isomorfismo biregular entre X y P (X). Como P = Q ◦R, notamos que P (X) = Z .
Ahora,

P σ ◦ fσ = (Q ◦R)σ ◦ fσ = Qσ ◦ (Rσ ◦ fσ) = Qσ ◦R = Q ◦R = P.

3.4. Segunda demostración de la existencia : versión finita

Ya que la demostración de la parte biregular hecha anteriormente es explícita, lo único que necesitamos hacer es
una demostración explícita de la parte existencial para el caso birracional. Ahora procedemos ha dar tal demostración
de manera constructiva.

3.4.1. Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensión finita, digamos n ≥ 1. Sean x1,..., xn una base de V . El
álgebra tensorial de V , digamosK[V ], puede ser identificado con el álgebra unitaria asociativa generada por x1,..., xn
sobre K , es decir, con el álgebra de los polinomios en las variables x1,..., xn y coeficientes en K . Si Γ es un grupo
que actúa de manera lineal sobre V , entonces tal acción se extiende de manera natural a una acción diagonal en K[V ].

Teorema 3.4.1 (D. Hilbert - E. Noether [27, 28]). — Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo
K . Sea Γ un grupo finito actuando linealmente sobre V . Entonces, el álgebra Γ-invariante de polinomios K[V ]Γ es
finitamente generada.

3.4.2. Sea C una clausura algebraica de L. Tenemos de manera natural un homomorfismo sobreyectivo ρ :

Gal(C/K) → Γ definido por restricción.
Podemos asumir que nuestra variedad algebraica X ⊂ Cn es afín, digamos definida como los ceros de los polino-

mios P1, ..., Pr ∈ L[x1, ..., xn].
Para cada η ∈ Gal(C/K) podemos considerar la biyección η̂ : Cn → Cn, definida como η̂(x1, ..., xn) =

(η(x1), ..., η(xn)).
Observemos en este caso que si σ = ρ(η), then η̂(X) = Xσ es la variedad algebraica definida por los polinomios

P σ
1 ,..., P σ

r .
Consideremos la función

Φ : X →
∏

σ∈Γ

Cn : x 7→ (fσ(x))σ∈Γ .
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La imágen Φ(X) es la variedad algebraica afín definida como

Φ(X) =
{
(yσ(x))σ∈Γ : P1(ye) = 0, ..., Pr(ye) = 0, yσ = fσ(ye), σ ∈ Γ

}
.

Ya que cada fσ es un isomorfismo birracional, Φ induce de manera natural un isomorfismo birracional entre X y
Φ(X). La función inversa es dada por la proyección en la primera coordenada.

Consideremos la acción de Γ por permutaciones en las coordenadas como sigue :

Θ : Γ×
∏

σ∈Γ

Cn →
∏

σ∈Γ

Cn

(
τ, (yσ(x))σ∈Γ

)
7→ (yτσ(x))σ∈Γ

Sea τ ∈ Γ y η ∈ Gal(C/K) tal que ρ(η) = τ . Como

Φτ (fτ (x)) = (f τ
σ (fτ (x)))σ∈Γ = (fτσ(x))σ∈Γ = Θ(τ)(Φ(x))

y

Φ(η̂ −1(fτ (x))) =
(
fσ(η̂

−1(fτ (x)))
)
σ∈Γ

=
(
η̂ −1(f τ

σ (fτ (x)))
)
σ∈Γ

=
(
η̂ −1(fτσ(x))

)
σ∈Γ

= η̂ −1(Θ(τ)(Φ(x))),

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo :

(1)

X
Φ→ Φ(X)

↓fτ ↓Θ(τ)

Xτ Φτ

→ Θ(τ)(Φ(X)) = Φτ (Xτ )

↓η̂ −1 ↓η̂ −1

X
Φ→ Φ(X)

De manera similar, no es dificil ver que, para cada τ ∈ Γ y cada η ∈ Gal(C/K), se tiene que

(∗) Θ(τ) ◦ η̂ = η̂ ◦Θ(τ).

Consideremos el siguiente subgrupo de Γ :

G = {τ ∈ Γ : Θ(τ)(Φ(X)) = Φ(X)}.
De la definición, los elementos τ ∈ G son exáctamente aquellos para los cuales Θ(τ) ∈ Aut(Φ(X)).

3.4.3. Primer caso. — Supongamos queG = {e}, es decir, no hay ningún subgrupo no-trivialH de Γ tal que Φ(X)

sea Θ(H)-invariante (por ejemplo, esto ocurre si AutC(X) es trivial).
Ya que Θ(Γ) ∼= Γ es un grupo finito de permutaciones, se tiene del Teorema de Hilbert-Noether que el álgebra

L[
∏

σ∈Γ Cn]Γ = C[(yσ)σ∈Γ]
Γ, de los polinomios Θ(Γ)-invariantes con coeficientes en C, es finitamente generado.

Consideremos un conjunto finito de generadores de C[(yσ)σ∈Γ]
Γ, digamos

E1((yσ)σ∈Γ), ..., EN ((yσ)σ∈Γ) ∈ C[(yσ)σ∈Γ]
Γ.

Ahora consideramos la función

Ψ :
∏

σ∈Γ

Cn → CN

(yσ)σ∈Γ 7→ (E1((yσ)σ∈Γ), ..., EN ((yσ)σ∈Γ))

Notemos que la acción por permutaciones en las coordenadas (producida por Θ(Γ)) no depende del cuerpo C, es
decir, podemos considerar tal acción por permutaciones sobre el espacio producto

∏
σ∈Γ B, donde B es el cuerpo

básico de C. De esta manera observamos que

E1((yσ)σ∈Γ), ..., EN ((yσ)σ∈Γ) ∈ K[(yσ)σ∈Γ].
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Como consecuencia de los resultados en [13] sobre grupos reductibles (ver el libro de Mumford-Fogarty-Kirwan
[26]) y el hecho que los grupos finitos son reductibles, uno tiene que la función Ψ satisface las siguientes tres propie-
dades :

1. Ψσ = Ψ, para cada σ ∈ Γ ;

2. para cada σ ∈ Γ vale que Ψ ◦Θ(σ) = Ψ ; y

3. si Ψ(w) = Ψ(z), entonces existe algún γ ∈ Γ de manera que w = Θ(γ)(z).

Sea Z = π(Φ(X)).
Sea τ ∈ Γ y η ∈ Gal(C/K) tal que ρ(η) = τ . Entonces por (∗) arriba y (2) vale que

Ψ ◦ η̂ −1 ◦Θ(τ) = Ψ ◦Θ(τ) ◦ η̂ −1 = Ψ ◦ η̂ −1.

Así podemos ver que η̂ −1 desciende en una biyección η̂ −1 : CN → CN . Ahora, se sigue del diagrama (1) que
η̂(Z) = Z , es decir, Zτ = Z para cada τ ∈ Γ. El Teorema 2.1.10 ahora asegura que Z está definida sobre K .

Como hemos asumido que Φ(X) no es Θ(H)-invariante para cualquier subgrupo no-trivial H de Γ, obtenemos
que existe un abierto no-vací de Zariski Ω deΦ(X) sobre el cual Ψ es inyectivo. De hecho, esta condición nos asegura
que la subvariedad algebraica Wη = Θ(η)(Φ(X)) ∩ Φ(X) tiene co-dimensión positiva en Φ(X). Si W = ∪η∈ΓWη ,
entonces Ω = Φ(X)−W .

Como Ψ es un cubriente regular (ramificado) con grupo finito algebraico Θ(Γ) como grupo de transformaciones de
cubrimiento, se sigue que Ψ : Ω → π(Ω) es un isomorfismo biregular, en particular, que R = Ψ ◦ Φ : X → Z es un
isomorfismo birracional.

Observación 3.4.2. — Los polinomios E1, ..., EN proveen de un número finito F1 de polinomios (definidos sobre
K) describiendo la variedad algebraica Ψ

(∏
σ∈Γ L

n
)
. La variedad algebraica Φτ (Xτ ) es definida como

Φτ (Xτ ) =
{
(yσ(x))σ∈Γ : P τ

1 (ye) = 0, ..., P τ
r (ye) = 0, yσ = f τ

σ (ye), σ ∈ Γ
}
.

Como los polinomios Tr(P1),..., Tr(Pr) pertenecen al álgebra L[
∏

σ∈Γ L
n]Γ, tenemos que los polinomios Tr(Pj)

serán de la forma Tj(E1, ..., EN ) (donde Tj es un polinomio con coeficientes en L). Podemos asumir que cada Tr(fσ)
puede ser expresada como una función racional Rσ(E1, ..., EN ), con coeficientes en L. Pueden también ser asumidos
como polinomios ya que estamos mirando a los ceros. De esta manera, Z se define como los ceros de los polinomios
en F1 junto con los polinomios T1(E1, ..., EN ),..., Tr(E1, ..., EN ) y Rσ(E1, ..., EN ), for σ ∈ Γ. Ahora, cada uno
de esos polinomios, digamos F , que no esté definido sobre K , puede ser reemplazado por los polinomios (los cuales
están ahora definidos sobre K) Tr(e1F ), Tr(e2F ),..., Tr(emF ) ∈ K[x1, ..., xn], donde {e1, ..., em} es una base de L
como K-espacio vectorial.

3.4.4. Segundo caso. — Supongamos que G = Γ.
Si τ ∈ G y η ∈ Gal(C/K) es tal que ρ(η) = τ , entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo (donde

hτ = Φ−1 ◦Θ(τ) ◦ Φ ∈ AutC(X))

(2)
X

Φ→ Φ(X)

↓hτ ↓Θ(τ)

X
Φ→ Φ(X)

Ahora, diagrama (2), junto con el diagrama (1), aseguran que fτσ(x) = fσ(y), para todo σ ∈ Γ, y que y = hτ (x).
Tomando σ = e, vemos que y = fτ (x) y, en particular, que Xτ = X . Como es to es válido para todo τ ∈ Γ,
vemos que X está definida sobre K por el Teorema 2.1.10. De hecho, X está definida por los polinomios Tr(e1Pj),
Tr(e2Pj),..., Tr(emPj) ∈ K[x1, ..., xn], para j = 1, ..., r, y donde {e1, ..., em} es una bases de L como K-espacio
vectorial.
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3.4.5. Tercer caso. — Supongamos ahora que {e} 6= G 6= Γ y escribamos G = {e, τ1, ..., τm}. Para cada τj
podemos encontrar aj ∈ L tal que τj(aj) 6= aj . Podemos considerar la variedad algebraica Y ⊂ Ln+m definida por
los polinomios

P1(x1, ..., xn) = 0, ...Pr(x1, ..., xn) = 0,

xn+1 = a1, ..., xn+m = am.

La función
Q : X → Y : (x1, ..., xn) 7→ (x1, ..., xn, a1, ..., am)

define un isomorfismo biracional cuya inversa es dada por la proyección

Q−1i : Y → X : (x1, ..., xn, a1, ..., am) → (x1, ..., xn).

De la construcción podemos ver que Y σ 6= Y para todo σ ∈ Γ − {e}. Consideremos la familia de isomorfismos
biracionales

{gσ = Qσ ◦ fσ ◦Q−1 : Y → Y σ}σ∈Γ.

Ahora podemos trabajar con Y (y la familia anterior de isomorfismos) en vez de X para asumir que G = {e} y
estamos en el caso discutido antes.





CAPÍTULO 4

APLICACIONES DEL TEOREMA DE WEIL

En este capítulo veremos algunos resultados que se obtienen como consecuencia del Teorema de Weil.

4.1. Cubrientes de Galois y modelo canónico

En toda esta sección estaremos trabajando con una extensión de cuerpos K < L. Cada vez que hablemos de una
variedad algebraica definida sobre L estaremos pensando que tenemos una variedad algebraica sobre una clausura
algebraica definida por polinomios con coeficientes en L.

Si X es una variedad algebraica proyectiva, entonces denotamos por Aut(X) al grupo de sus automorfismos birra-
cionales.

En [4] se obtuvo la siguiente aplicación del Teorema de Weil.

Teorema 4.1.1 ([4]). — Sea K < L una extensión de Galois de grado finito y X una curva algebraica proyectiva
no-singular definida sobre L, donde K = ML/K(X). Supongamos que los automorfismos birracionales de X están
definidos sobre L. Si P : X → P1

L un cubriente de Galois (regular), es decir dado por la acción de un grupo finito
G < Aut(X), entonces P : X → P1

L se puede definir sobre ML/K(P : X → P1
L, G).

Observación 4.1.2. — Notar, en el teorema anterior, que X está entonces definida sobre ML/K(P : X → P1
L, G),

pero como ya hemos notado,ML/K(P : X → P1
L, G) puede ser una extensión no trivial de ML/K(X).

Una generalización del Teorema 4.1.1 fué obtenida por Dèbes-Emsalem [6], también utilizando el Teorema de Weil.

Teorema 4.1.3. — [6] Sea K < L una extensión de Galois de grado finito y X una variedad algebraica proyectiva
definida sobre L conML/K(X) = K y Aut(X) un grupo finito. Sean E una variedad algebraica proyectiva definida
sobre L y P : X → L un cubriente de Galois con grupo cobertor Aut(X) también definido sobre L.

Entonces existe una variedad algebraica proyectiva B ∼= E, definida sobre K (llamado un modelo canónico), y
un isomorfismo R : E → B definido sobre L, de manera que, si Q = R ◦ P , entonces ML/K(Q : X → B) = K .

Más aún, si podemos encontrar un punto en B − BQ, donde BQ denota el conjunto de valores críticos de Q, que
sea K-racional, entonces K es un cuerpo de definición de X .

Demonstración. —
(1) ComoK es el cuerpo de móduli de X , para cada σ ∈ Aut(L/K) existe un isomorfismo birracional fσ : X → Xσ

definido sobre L. Por otro lado, existe necesariamente un isomorfismo birracional (únicamente determinado por σ)
gσ : E → Eσ tal que gσ ◦ P = P σ ◦ fσ . Tales isomorfismos gσ están definidos sobre L.
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Notemos que, para cada τ, σ ∈ Aut(L/K), vale que fσ
τ ◦ fσ ◦ f−1

στ ∈ Aut(Xστ ). En particular, P στ = P στ ◦ fσ
τ ◦

fσ ◦ f−1
στ , o equivalentemente, P στ ◦ fστ = P στ ◦ fσ

τ ◦ fσ. Como P στ ◦ fσ
τ = (P τ ◦ fτ )σ = (gτ ◦ P )σ = gστ ◦ P σ ,

lo anterior es equivalente a tener la igualdad gστ ◦ P = P στ ◦ fστ = gστ ◦ P σ ◦ fσ = gστ ◦ gσ ◦ P . Como las
transformaciones gη están únicamente determinadas, esta última igualdad es equivalente a tener gστ = gστ ◦ gσ.

Ahora, tenemos las condiciones del Teorema de Weil para asegurar la existencia de una variedad algebraica proyec-
tivaB ∼= E, definida sobreK , y un isomorfismo birracionalR : E → B definido sobreL, de manera queR = Rσ◦gσ,
para cada σ ∈ Aut(L/K).

Consideremos Q = R ◦ P : X → B. Para cada σ ∈ Aut(L/K), tenemos que Q = Qσ ◦ fσ . En efecto,
Qσ ◦ fσ = Rσ ◦ P σ ◦ fσ = Rσ ◦ gσ ◦ P = R ◦ P = Q. Luego,M(Q : X → B) = K .

(2) Supongamos ahora que existe un punto r ∈ B − BQ que es K-racional. Sea p ∈ X tal que Q(p) = r. Si σ ∈
Aut(L/K), entonces el punto σ(p) ∈ Xσ satisface que Qσ(σ(p)) = r (ya que Qσ(σ(p)) = σ(Q(p)) = σ(r) = r).
Luego, existe hσ ∈ Aut(X) de manera que fσ ◦ hσ(p) = σ(p). Sea tσ = fσ ◦ hσ . Tenemos que tσ : X → Xσ es
un isomorfismo birracional, definido sobre L, tal que tσ(p) = σ(p). Notemos que tσ está únicamente determinado por
σ. En efecto, si t : X → Xσ es otro isomorfismo tal que t(p) = σ(p), entonces h = t−1 ◦ tσ ∈ Aut(X) es tal que
h(p) = p. Como r no es un valor crítico de Q, se debe tener que h = I , es decir t = tσ . Ahora, la unicidad en la
elección de tσ asegura que la familia {tσ : σ ∈ Aut(L/K)} satisface las condiciones de Weil. Se sigue que X está
definida sobre K .

Observación 4.1.4. — En la demostración del Teorema 4.1.3, tenemos un isomorfismo R : E → B satisfaciendo
la propiedad que, para cada σ ∈ Aut(L/K), vale la igualdad R = Rσ ◦ gσ. El buscar un punto r ∈ B − BQ que
sea K-racional es equivalente a buscar un punto s ∈ E − BP tal que σ(R(s)) = R(s), para cada σ ∈ Aut(L/K).
Como σ(R(s)) = Rσ(σ(s)), esto es equivalente a buscar un punto s ∈ E − BP tal que gσ(s) = σ(s), para cada
σ ∈ Aut(L/K). Es decir, para la busqueda de puntos K-racionales en B no es necesario saber quien es B.

Tarea 18. — Supongamos queX es una curva,X/Aut(X) = E = P1
L y que tenemos que para cada σ ∈ Aut(L/K)

vale que gσ(z) = (aσz + bσ)/(cσz + dσ), donde aσ, bσ, cσ, dσ ∈ K y aσdσ − bσcσ = 1.

1. La función Ψ : Aut(L/K) → Aut(P1
L)

∼= PSL2(L), definida por Ψ(σ) = g−1
σ , resulta ser un homomorfsimo

de grupos.

2. Sean σ1, ..., σn ∈ Aut(L/K) tales que gσ1 ,..., gσn generan el grupo Ψ(Aut(L/K)). Supongamos que tenemos
un punto s ∈ ker(Ψ) tal que σj(s) = gσj (s), para cada j ∈ {1, ..., n}. Entonces se tiene que gσ(s) = σ(s),
para cada σ ∈ Aut(L/K).

Notemos que si X es una curva algebraica proyectiva no-singular de género g ≥ 2 definida sobre un cuerpo L,
entonces Aut(X) (grupo de automorfismos de X definidos sobre L) es un grupo finito. Podemos entonces considerar
el cubriente de Galois P : X → X/Aut(X). En este caso, tenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 4.1.5. — [6] Sea K < L una extensión de Galois de grado finito, X una curva algebraica proyectiva no-
singular de género g ≥ 2 definida sobre L y ML/K(X) = K . Supongamos que E es una curva algebraica proyectiva
definida sobre L y que P : X → E es un cubriente de Galois, con grupo cobertor Aut(X), definido sobreL. Entonces
existe una curva algebraica proyectiva no-singular B ∼= E, definida sobre K (llamado un modelo canónico) ), y un
isomorfismo R : E → B definido sobre L, de manera que, si Q = R ◦ P , entonces ML/K(Q : X → B) = K .

Más aún, si podemos encontrar un punto en B − BQ, donde BQ denota el conjunto de valores críticos de Q, que
sea K-racional, entonces K es un cuerpo de definición de X .
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En el Corolario 4.1.5, la condición de que X sea una curva no-singular de género al menos 2 puede ser eliminada,
pero debemos asegurarnos que su grupo de automorfismos birracionales sea finito.

El Teorema 4.1.3 puede ser generalizado a ciertos subgrupos de automorfismos, siguiendo una demostración similar,
como se puede ver en el siguiente.

Teorema 4.1.6. — Sea K < L una extensión de Galois de grado finito, X una variedad algebraica proyectiva
definida sobre L y ML/K(X) = K . Sea G < Aut(X) un grupo finito, E variedad algebraica definida sobre L
y P : X → E un cubriente de Galois, definido sobre L, con grupo cobertor G. Supongamos que las siguientes
propiedades valen :

1. G es su propio normalizador en Aut(X), y

2. para cada σ ∈ Aut(L/K) existe un isomorfismo birracional fσ : X → Xσ, definido sobre L, de manera que
Gσ = fσGf

−1
σ .

Entonces

1. Existe una variedad algebraica proyectiva B ∼= E, definida sobre K , y un isomorfismo T : E → B definido
sobre L, de manera que, si Q = T ◦P , entoncesML/K(Q : X → B,G) = K . Más aún, si podemos encontrar
un punto en B −BQ, donde BQ denota el conjunto de valores críticos de Q, que sea K-racional, entonces K
es un cuerpo de definición de X .

2. Si además los isomorfismos fσ son biregulares, entonces podemos escoger T biregular.

Demonstración. — Demostremos la parte 1. Por cada σ ∈ Aut(L/K) tenemos un isomorfismo fσ : X → Xσ que
satisface la igualdad Gσ = fσGf

−1
σ . El hecho que el normalizador de G es G, cualquier otro isomorfimo f̂σ : X →

Xσ tal que Gσ = f̂σGf̂
−1
σ es de la forma f̂σ = fσ ◦ h, para h ∈ G. Lo anterior nos dice que existe isomorfismo

gσ : E → Eσ , de manera que
gσ ◦ P = P σ ◦ fσ

que está únicamente determinado por σ. Tales isomorfismos gσ están definidos sobre L.
Como f−1

στ ◦ fσ
τ ◦ fτ ∈ Aut(X) normalizaG, se tiene que f−1

στ ◦ fσ
τ ◦ fτ ∈ G. De esta manera,

P ◦ f−1
στ ◦ fσ

τ ◦ fτ = P,

de donde se concluye que
gστ = gστ ◦ gτ .

Tenemos así que la familia {gσ : σ ∈ Aut(L/K)} satisface las condiciones de Weil y entonces existe una curva
algebraica proyectiva no-singular B ∼= E, definida sobre K , y un isomorfismo T : E → B definido sobre L, de
manera que, para cada σ ∈ Aut(L/K) vale la igualdad

T = T σ ◦ gσ.
Si Q = T ◦ P , entonces la última igualdad nos asegura que, para cada σ ∈ Aut(L/K) valen las igualdades

Q = Qσ ◦ fσ, Gσ = fσGf
−1
σ ,

es decir, ML/K(Q : X → B,G) = K .
La demostración de la última parte se demuestra igual que en el caso de la demostración hecha del Teorema 4.1.3.
La demostración de la parte 2.- sigue de lo anterior y de la última parte del Teorema sigue del Teorema de Weil.

Observación 4.1.7. — Un subgrupo G como en las hipótesis del Teorema 4.1.6 es, por ejemplo, un subgrupo carac-
terístico de Aut(X) de manera que X/G no tenga automorfimos no-triviales.
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Teorema 4.1.8 ([5]). — Sean K < L extensión de Galois, donde K es un cuerpo finito, X una curva algebraica
proyectiva no-singular definida sobre L yML/K(X) = K . Supongamos que Aut(X) es finito, queE es una variedad
algebraica proyectiva definida sobre L y que P : X → E es un cubriente de Galois, definido sobre L, con G como
grupo cobertor. Entonces, X se puede definir sobre K .

Demonstración. — Como consecuencia del Teorema 4.1.3, podemos asumir que tenemos un cubriente de Galois
P : X → B, con grupo cobertor Aut(X), donde B es un modelo canónico. Como K es finito, Aut(L/K) es un
grupo proyectivo profinito (es decir, el limite inverso de grupos finitos proyectivos). Como consecuencia del Corolario
3.3., en [5], el cubriente P : X → B se puede definir sobre K , en particular X se puede definir sobre K .

4.1.1. Construcción del modelo canónico B en el caso que X/Aut(X) = E = P1

L
. — Si en el Teorema 4.1.3

tenemosX/Aut(X) = E = P1
L, entonces la construcción del modelo canónicoB es hecha como sigue. Consideremos

el cubriente P : X → P1
L, cuyo grupo cobertor es Aut(X). Denotemos por t = P (x), x ∈ X . El cuerpo de

funciones meromorfas (sobre L) de P1 se puede identificar con L(t), el cuerpo de funciones racionales en la variable
t y coeficientes en L.

En este caso, comoK =ML/K(X), tenemos que para cada σ ∈ Aut(L/K) existen isomorfismos (definidos sobre

L) fσ : X → Xσ y f̂σ : P1 → P1 tal que P σ ◦ fσ = f̂σ ◦ P . Además sabemos que f̂σ está únicamente determinado
por σ. Por otro lado, existen aσ, bσ, cσ, dσ ∈ L, tal que aσdσ − bσcσ 6= 0 y

f̂σ(t) =
aσt+ bσ
cσt+ dσ

.

Tarea 19. —

1. Verifique que, para cada σ, τ ∈ Aut(L/K) vale que

f̂στ = f̂σ
τ ◦ f̂τ .

2. Concluir que

Ψ : Aut(L/K) → AutL(P
1
L) : σ 7→ f̂σ

−1

satisface la propiedad que

Ψ(στ) = Ψ(σ)Ψ(τ)σ .

3. Supongamos que para cada σ, τ ∈ Aut(L/K) vale que f̂τ
σ
= f̂τ (por ejemplo, si tenemos que aτ , bτ , cτ , dτ ∈

K , para cada τ ∈ Aut(L/K)).

(a) Ψ resulta ser un homomorfismo de grupos (ver Tarea 18).

(b) Concluir que (como g ≥ 2) Ψ(Aut(L/K)) es un grupo finito.

(c) Verifique que el subcuerpo fijo en L por ker(Ψ) es M(P : X → P1
L).

(d) Concluir que M(P : X → P1
L) es una extensión finita de M(X).

Para cada σ ∈ Aut(L/K) podemos definir σ̂ ∈ Aut(L(t)/K) por la regla siguiente :




σ̂(t) =
aσt+ bσ
cσt+ dσ

σ̂(l) = σ(l), l ∈ L.
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Tarea 20. — Verificar que la función

Φ : Aut(L/K) → Aut(L(t)/K) : σ 7→ σ̂

es un homomorfismo de grupos.

Teorema 4.1.9. — El modelo canónico B es dado por la variedad algebraica proyectiva no-singular definida sobre
K cuyo cuerpo de funciones es el cuerpo fijo N < L(t) por el grupo Φ(Aut(L/K)).

Tarea 21. —

1. Si para cada σ ∈ Aut(L/K) vale que σ̂(t) = t, entonces N = K(t).

2. Considere el homomorfismo de grupos

Φ̂ : Aut(L/K) → Aut(K(t)/K) : σ 7→ σ̂|K(t).

(a) Verificar que ker(Φ̂) = ker(Ψ) =M(P : X → P1
L).

(b) Supongamos que para cada σ, τ ∈ Aut(L/K) vale que f̂τ
σ

= f̂τ (por ejemplo, si tenemos que
aτ , bτ , cτ , dτ ∈ K , para cada τ ∈ Aut(L/K)). Concluir que Φ̂(Aut(L/K)) ∼= Ψ(Aut(L/K)) es grupo
finito.

4.2. Cubrientes regulares

Teorema 4.2.1 ([6]). — Sea K un cuerpo perfecto y K una clausura algebraica de K . Sea X ⊂ Pn
K

una curva
algebraica proyectiva no-singular. Si

1. Aut(X) no tienen centro y el grupo de automorfimos internos de Aut(X) tiene un complemento en el grupo
de automorfismos de Aut(X) ; o

2. MK/K(X) tiene dimensión cohomológica menor o igual a 1 ; o

3. X/Aut(X) tiene su modelo canónicoB con al menos un punto MK/K(X)-racional,

entonces MK/K(X) es un cuerpo de definición de X .





CAPÍTULO 5

EJEMPLOS

En este capítulo consideraemos el caso de curvas de género 0 y 1 y las curvas hiperelípticas. En el caso de curvas
de género 0 y 1 (curvas elípticas) se sabe que el cuerpo de móduli es un cuerpo de definición. Para el caso de curvas
hiperel’ıticas también es sabido cuando el cuerpo de móduli es cuerpo de definición en términos de su grupo de
automorfismos.

5.1. Curvas de género 0

Sea K < L una extensión de Galois general, C una clausura algebraica de L y X ⊂ Pn
C una curva de género 0

definida sobre L. Entonces, como X ∼= P1
L, el cual puede verse como la variedad algebraica de P2

L definida por el
polinomio P (x0, x1, x2) = x2 ∈ K[x0, x1, x2], se tiene que K es un cuerpo de definición. Como todo cuerpo de
definición contiene al cuerpo de móduli ML/K(X), se tiene la igualdad ML/K(X) = K .

5.2. Curvas de género 1

Sea K un cuerpo perfecto y K una clausura algebraica de K . Sea X ⊂ Pn
K

una curva de género 1. Se sabe que X
tiene un modelo biracional Cλ ⊂ P2

K
definido por el polinomio

Pλ(x0, x1, x2) = x21x2 − x0(x0 − x2)(x0 − λx2) ∈ K[x0, x1, x2],

donde λ ∈ K−{0, 1}. Más aún, dos tales modelosCλ yCµ,son biracionalmente equivalentes sí y sólo si j(λ) = j(µ),
donde j(x) es el j-invariante

j(x) = 256
(1− x+ x2)3

x2(1− x)2

Si σ ∈ Aut(K/K), entonces Cσ
λ = Cσ(λ). Luego,

KK(Cλ) = {σ ∈ Aut(K/K) : j(λ) = j(σ(λ)) = σ(j(λ))}
de donde se obtiene que

MK/K(Cλ) = K(j(λ))

Por otro lado, la curva Cλ tiene un modelo plano biracional Eλ ⊂ P2
K

definido por :

1. en el caso que j(λ) /∈ {0, 1728}, por el polinomio

Qλ(x0, x1, x2) = x21x2 + x0x1x2 − x30 +
36

j(λ)− 1728
x0x

2
2 +

1

j(λ) − 1728
x32 ∈ K(j(λ))[x0, x1, x2],
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2. en el caso que j(λ) = 0, por el polinomio

Qλ(x0, x1, x2) = x21x2 + x1x
2
2 − x30 ∈ K[x0, x1, x2],

3. en el caso que j(λ) = 1728, por el polinomio

Qλ(x0, x1, x2) = x21x2 − x30 − x0x
2
2 ∈ K[x0, x1, x2]

Todo lo anterior nos dice que MK/K(Cλ) = K(j(λ)) es cuerpo de definición.

5.3. Curvas de género 2

Teorema 5.3.1. — [2] Sea K un cuerpo perfecto de característica p = 2 y K una clausura algebraica de K . Si
X ⊂ Pn

K
es una curva algebraica de género 2, entonces su cuerpo de móduli es un cuerpo de definición.

Teorema 5.3.2. — [29] Sea K un cuerpo perfecto de característica p 6= 2 y K una clausura algebraica de K . Sea
X ⊂ Pn

K
una curva algebraica de género 2, con involución hiperelítica j : X → X . Si Aut(X)/〈j〉 no es trivial,

entonces su cuerpo de móduli es un cuerpo de definición.

5.4. Curvas hiperelípticas

Teorema 5.4.1. — [15, 16] SeaK un cuerpo perfecto de característica p 6= 2 yK una clausura algebraica deK . Sea
X ⊂ Pn

K
una curva hiperelíptica de género g ≥ 2, con involución hiperelítica j : X → X , y grupo de automorfismos

Aut(X). Si

1. Aut(X)/〈j〉 no es cíclico ; o

2. Aut(X)/〈j〉 es cíclico de orden divisible por p,

entonces MK/K(X) es un cuerpo de definición de X .

Observación 5.4.2. — En el caso K = R, en la Thesis de B. Huggins [15] está hecha la lista de aquellas curvas
hiperelípticas cuyo cuerpo de definición es R pero que este no es un cuerpo de definición. Del resultado anterior, estas
curvas tienen Aut(X)/〈j〉 un grupo cíclico no trivial.

Observación 5.4.3. — Recientemente, D. Kohel (2007) ha construido un algoritmo que permite determinar cuando
una curva de género 3 está o no definida sobre su cuerpo de móduli. En particular, construye ejemplos con una
obstrucción genérica a este problema.
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CASO COMPLEJO : K = R, K = C

Aquí consideraremos el caso de variedades algebraicas proyectivas definidas sobre el cuerpo de los números com-
plejos C y la extensión de Galois R < C.

6.1. Notaciones preliminares

Aut(C/R) = 〈σ(x) = x〉 ∼= Z2. Denotemos por e ∈ Aut(C/R) el elemento identidad.
Si X ⊂ Pn

C es una variedad algebraica proyectiva compleja, entonces el cuerpo de móduli MC/R(C) siempre
contiene a R por la definición.

Consideremos la conjugación
Jn : Pn

C → Pn
C

Jn([x0 : · · · : xn]) = [x0 : · · · : xn].
Si tenemos dos variedades algebraicas complejas, digamosX ⊂ Pn

C e Y ⊂ Pm
C , y también un morfismo f : X → Y ,

entonces
fσ = Jm ◦ f ◦ Jn

Definición 6.1.1. — Un isomorfismo anti-birracional entre dos variedades algebraicas complejas X ⊂ Pn
C e Y ⊂

Pm
C es una función f : X → Y de manera que f ◦ Jn : X → Y es un isomorfismo birracional. Si además Y = X ,

entonces decimos que f es un automorfismo anti-birracional.

Observación 6.1.2. — Notemos que Jn : X → X induce un automorfismo anti-birracional, donde X es la variedad
algebraica definida por los polynomios de la formaP σ

j , dondeX está definida por los polinomiosPj y dondeσ(z) = z.

6.2. ¿Cuándo es R cuerpo de móduli ?

Teorema 6.2.1. — Sea X ⊂ Pn
C una variedad algebraica proyectiva compleja. Entonces MC/R(X) = R sí y sólo si

X admite un automorfismo anti-birracional.

Demonstración. — Supongamos que tenemos una variedad algebraica proyectiva complejaX ⊂ Pn
C. De la definición,

MC/R(X) = R sí y sólo si X yXσ = X son birracionalmente equivalentes. ComoX yX son anti-birracionalemente
equivalentes bajo la transformación Jn, entonces obtenemos el resultado.
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6.3. ¿Cuándo es R cuerpo de definición ?

Teorema 6.3.1. — Sea X ⊂ Pn
C una variedad algebraica proyectiva compleja. Entonces X se puede definir sobre R

sí y sólo si X admite un automorfismo anti-birracional de orden 2 (involucion anti-birracional).

Demonstración. — Si la variedad algebraica X se puede definir sobre R, entonces Jn : X → X induce un automor-
fismo anti-birracional de orden 2 en X .

Supongamos ahora que tenemos una involución anti-birracional τ : X → X . De esta manera, podemos tomar el
isomorfismo birracional fσ = Jn ◦ τ : X → Xσ = X . Sea fe = I , el isomorfismo identidad de X . Notemos que
fσ = fe

σ ◦ fe, fσ = fσ
e ◦ fσ y fe = fe

e ◦ fe. Por otro lado, fσ
σ ◦ fσ = Jσ

n ◦ τσ ◦Jn ◦ τ = Jn ◦ τσ ◦Jn ◦ τ = τ ◦ τ = fe.
De esta manera, el par {fe, fσ} satisface las condiciones del teorema de Weil para obtener que X se puede definir
sobre R.

6.4. ¿Cuándo es R cuerpo de móduli y no es cuerpo de definición ?

Los dos teoremas anteriores nos dicen que para tener ejemplos dondeMC/R(X) = R no es un cuerpo de definición,
debemos buscar tales variedadesX que admiten automorfismos anti-birracionales pero que no admiten automorfismos
anti-birracionales de orden 2.

Los primeros ejemplos de este tipo fueron dados, para el caso de curvas algebraicas, por G. Shimura [31] y C.J.
Earle [7]. Ambos ejemplos corresponden a curvas hiperelípticas.

6.5. Ejemplo de Shimura

Sean a0 ∈ R, am = 1, a2, ..., am−1 ∈ C y m entero impar. Supongamos que además

{a0, a1, ..., am−1, a1, ..., am−1}
son algebraicamente independientes sobre Q. Denotemos por [x : y : z] los puntos de P2

C.
Sea X ⊂ P2

C la curva plana hiperelíptica definida por el polinomio

P (x, y, z) = y2z2m−2 − a0x
mzm −

m∑

r=1

(
arx

m+rzm−r + (−1)rarx
m−rzm+r

)

La involución hiperelíptica es dada por

j([x : y : z]) = [x : −y : z]

y un automorfismo anti-analítico de X es dado por

ν([x : y : z]) =

[−z
x

:
−iy zm−1

xm
: 1

]

donde ν2 = j, es decir, ν es de orden 4. De esta manera, MC/R(X) = R.
Si X tuviese además un automorfismo anti-analítico de orden 2, digamos τ , entonces ντ sería una automorfismo

analítico deX . Ahora, como la involución hiperelíptica j es única, se tiene que j 6= ντ . En efecto, si j = ντ , entonces,
ν = jτ (pues τ2 = I) y luego, ν2 = jτjτ = j2τ2 = I (pues j conmuta con τ por la unicidad de j).

Ahora, las condiciones impuestas a los coeficientes aj son tales que los únicos automorfismos analíticos de X sean
I y j. Así, X no puede ser definida sobre R.
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6.6. Ejemplo de Earle

Sean a ∈ (−∞,−3 − 2
√
2) y b ∈ C tal que Im(b) > 0, Re(b) < 0 y |b|2 = −a. Denotemos por [x : y : z] los

puntos de P2
C. Sea X ⊂ P2

C la curva plana hiperelíptica definida por el polinomio

P (x, y, z) = y2z3 − x(x − z)(x− az)(x2 − b2z2)

La involución hiperelíptica es dada por

j([x : y : z]) = [x : −y : z]

y un automorfismo anti-analítico de X es dado por

ν([x : y : z]) =

[
az

x
:
ia2y z2

b x3
: 1

]

donde ν2 = j. De esta manera, MC/R(X) = R.
Supongamos que existe una automorfismo anti-analítico τ de orden 2 enX . Al igual que antes, se tiene que τν 6= j.

Luego, el automorfismo ρ = τν induce una transformación de Möbius A 6= I , que preserva el conjunto de valores
críticos de π([x : y : z :]) = x/z (es decir, el conjunto de puntos dado por las projecciones bajo π de los puntos fijos
de j) :

{∞, 0, 1, a, b,−b}.
Los únicos subconjuntos de 4 puntos de tal conjunto que pertenecen a un mismo círculo en Ĉ son

{∞, 0, 1, a} {∞, 0, b,−b}.
Las transformaciones de Möbius preservan los círculos de Ĉ y también las razones cruzadas de cuatro puntos.

Como las razones cruzadas de esos dos subconjuntos son diferentes, módulo permutación, se tiene que cada uno de
tales subconjuntos debe ser invariante por A. En particular,A deja invariante los subconjuntos

{∞, 0} {1, a} {b,−b}.

1. Si A(∞) = ∞ y A(0) = 0, entonces A(z) = Rz, en particular, A(1) = R. Como A 6= I , se tiene que R = a.
En tal caso, A(b) = ab ∈ {b,−b}, de donde se obtiene que a ∈ {−1, 1}, una contradicción.

2. Si A(∞) = 0, entonces A(z) = R/z, y A(1) = R. Si A(1) = 1, entonces R = 1 y a = A(a) = 1/a,
obteniendo a ∈ {−1, 1}, una contradicción. Luego, A(1) = a, es decir R = a. En tal caso, a/b = A(b) ∈
{−b, b}, de donde a ∈ {−b2, b2}, una contradicción.

Así, X no puede ser definida sobre R.

6.7. Ejemplo no-hiperelíptico

El ejemplo de Earle puede ser modificado adecuadamente para obtener un ejemplo de una curva no-hiperelíptica
con cuerpo de móduli R pero que no se puede definir sobre R [12].

Consideremos λ1, λ2, λ3 ∈ C− {0, 1} tales que λj 6= λk si j 6= k. Con este data, podemos construir las siguientes
curvas algebraicas proyectivas no-singulares :

C(λ1,λ2,λ3) :=





x21 + x22 + x23 = 0

λ1x
2
1 + x22 + x24 = 0

λ2x
2
1 + x22 + x25 = 0

λ3x
2
1 + x22 + x26 = 0





⊂ P5
C.

Estas curvas definen superficies de Riemann no-hiperelípticas de género g = 17. Las transformaciones

a1([x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6]) = [−x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6]
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a2([x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6]) = [x1 : −x2 : x3 : x4 : x5 : x6]

a3([x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6]) = [x1 : x2 : −x3 : x4 : x5 : x6]

a4([x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6]) = [x1 : x2 : x3 : −x4 : x5 : x6]

a5([x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6]) = [x1 : x2 : x3 : x4 : −x5 : x6]

generan un grupo Abeliano H ∼= Z5
2 que actúa como grupo de automorfismos analíticos de C(λ1,λ2,λ3). El cociente

C(λ1,λ2,λ3)/H es dada por la esfera de Riemann con puntos cónicos siendo ∞, 0, 1, λ1, λ2 y λ3, todos ellos de orden
2. Un cubriente ramificado, con H como grupo de transformaciones de cubrimiento, es dado por

π([x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6]) = −
(
x2
x1

)2

.

En [3] se verificó que H es un subgrupo normal de Aut(C(λ1,λ2,λ3)). En particular, todo automorfismo analítico
(anti-analítico) desciende por π a un automorfismo analítico (anti-analítico) de la esfera de Riemann que deja invariante
el conjunto

{∞, 0, 1, λ1, λ2, λ3}.
Si consideramos los valores λ1 = a, λ2 = −λ3 = b, donde a y b satisfacen las mismas condiciones del ejemplo de

Earle, entonces C(a,b,−b) admite el automorfismo anti-analítico de orden 4 dado por

ν([x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6]) = [x2 :
√
a x1 : x4 :

√
a x3 :

√
b x6 : i

√
b x5]

donde escogemos Im(
√
a) > 0. Ahora, se puede seguir el mismo argumento hecho en el ejemplo de Earle para

verificar que esta curva no admite un automorfismo anti-analítico de orden 2.



CAPÍTULO 7

CURVAS DE BELYI

En este capítulo nos restrictiremos al caso de curvas algebraicas complejas proyectivas no singulares, es decir,
superficies de Riemann compactas, que son un cubriente ramificado (no necesariamente Galois) sobre P1

C = Ĉ con
a lo más 3 valores de ramificación. Estas curvas (o superficies de Riemann) fueron consideradas por Grothendieck
en su Esquisse d’un programme, una propuesta para obtener una posición en el “Centre National de la Recherche
Scientifique" que han sido una fuente de inspiración en el estudio de dessins d’enfants (diseños de niños).

7.1. Curvas de Belyi

Definición 7.1.1. — Una curva algebraica proyectiva no-singular C, definida sobre C, (es decir una superficie de
Riemann de algún género g) es llamada una curva de Belyi si existe una función meromorfa P : C → P1 con a lo
más 3 valores de ramificación. La función P es llamada una función de Belyi para C.

Notemos que si tenemos una función de Belyi P : C → P1 con a lo más dos valores de ramificación, entonces es
posible contruir una función racional Q : P1 → P1 de manera que Q ◦ P : C → P1 tiene exáctamente 3 valores de
ramificación.

7.2. Teorema de Belyi

El siguiente resultado describe quienes son las curvas de Belyi de manera algebraica.

Teorema 7.2.1 (Teorema de Belyi [35]). — Una curva algebraica proyectiva no-singular es de Belyi sí y sólo si se
puede definir sobre Q.

Demonstración. — Sea C una curva algebraica proyectiva no-singular de género g.

7.2.1. Caso g = 0. — Por el teorema de uniformización de Koebe, si g = 0, entoncesC es isomorfa a P1, luego está
definida sobre Q. También es claro que P (z) = z es una función de Belyi para C.

7.2.2. Caso g ≥ 1. — Ahora en adelante, supondremos que g ≥ 1.
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7.2.3. Demostración de la parte “sólo si". — Supongamos que C es una curva de Belyi y sea P : C → P1 una
función de Belyi, la cual podemos suponer que está ramificada sobre los puntos ∞, 0 y 1. Supongamos que los ordenes
de ramificación de P sobre ∞, 0 y 1 son, respectivamente, a, b y c.

Sea X ∈ {C,H2} el cubriente universal de C, d el grado de P y Γ un grupo de transformaciones de Möbius con
presentación

Γ = 〈x, y, z : xa = yb = zc = xyz = 1〉.
Podemos asumir que existe un cubriente universal (ramificado) π : X → P1 ; donde miramos P1 como un orbifold

con puntos cónicos ∞, 0 y 1 con ordenes, respectivamente, a, b y c. Con esta elección, el teorema de uniformización
nos asegura que existe un subgrupo K < Γ de índice d, un cubriente ramificado Q : X → C con grupo cobertor K
de manera que π = P ◦Q.

Si σ ∈ Aut(C/Q), entonces Cσ sigue siendo una curva de Belyi y P σ : Cσ → P1 una función de Belyi, también
ramificada sobre ∞, 0 y 1. Más aún, los valores de ramificación de P y P σ son los mismos en p ∈ {∞, 0, 1}. De
esta manera, podemos ver que Cσ = X/Kσ, donde Kσ es subgrupo de Γ de índice d y un cubriente ramificado
Qσ : X → Cσ tal que π = Pσ ◦Qσ.

Como sólo existen un número finito de subgrupos de índice d en Γ, esto nos asegura que el subgrupo

J = {σ ∈ Aut(C/Q) : Cσ ∼= C}
es un subgrupo de índice finito de Aut(C/Q). Esto nos dice que el cuerpo de móduliM(C) es una extensión de grado
finito sobre Q. Como consecuencia del teorema 2.4.4, C se puede definir sobre una extensión finita de M(C), luego
sobre una extensión finita de Q ; es decir, C se puede definir sobre Q.

7.2.4. Demostración de la parte “sí". — Ahora, para ver la otra dirección, seguiremos la demostración hecha en
[36].

Lema 7.2.2. — Sean A : S → P1 y B : P1 → P1 funciones holomorfas ambas no-constante, donde S es una
superficie de Riemann. Supongamos que los valores críticos de A es V C(A) ⊂ P1 y V C(B) ⊂ P1 es el conjunto de
los valores críticos de B. Entonces el conjunto de los valores críticos de B ◦A es B(V C(A)) ∪ V C(B).

Demonstración. — Si p ∈ S, entonces, usando cartas locales, vemos por la regla de la cadena que B′(A(p))A′(p) =

(B ◦A)′(p). Así. p es un punto crítico de B ◦A sí y sólo si p es punto crítico de A o bien A(p) es punto crítico de B.
Como B ◦A no es constante, esta es una función sobreyectiva, estamos listos.

Supongamos que C se puede definir sobre Q. Luego, esta se puede definir sobre un cuerpo K que es extensión de
grado finita sobre Q. Supongamos que C ⊂ Pr es dada como los ceros comunes de ciertos polinomios homogéneos
con coeficientes en K . Consideremos la función

T ([x0 : · · · : xr]) = x0/xr.

Los valores críticos de T es una colección finita de puntos que viven en algún cuerpo que es una extensión de
grado finita sobre Q y quizás el punto ∞. Sea F el polinomio mínimo, definido sobre Q, de esos números algebraicos,
digamos de grado m > 0. Luego, por el Lema 7.2.2, los valores críticos de F ◦ T : C → P1 son ahora ∞, 0 y una
cantidad de a lo más m − 1 de números algebraicos (diferentes de 0) de grados a lo más m − 1. Así, si iteramos un
número finito de veces este procedimiento, entonces podemos obtener una funciónQ : C → P1 cuyos valores críticos
son números racionales y posiblemente el punto ∞. Sean tales puntos racionales dados por

r1, ..., rn ∈ Q.

Si n ≤ 2, entonces, por el Lema 7.2.2, podemos encontrar una transformación de Möbius de la formaM(z) = az+b

de manera que los valores críticos de M ◦Q : C → P1 estén contenidos en {∞, 0, 1} y estaremos listos.
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Supongamos ahora que n ≥ 3. Definamos los números

yi =


∏

j 6=i

(ri − rj)




−1

∈ Q.

Lema 7.2.3. — Valen las siguientes igualdades.

(1) y1 + · · ·+ yn = 0.

(2)
∑n

i=1

yi
x− ri

=
1∏n

i=1(x− ri)
.

Demonstración. — Consideremos el polinomio de interpolación de Lagrange asociado al conjunto de los n pares
(r1, 1),..., (rn, 1), el cual tiene la forma P (x) =

∑n
j=1 Lj(x), dondeLj(x) =

∏
i6=j

x−ri
rj−ri

. Este es el único polinomio

de grado a lo más (n− 1) que satisface P (rj) = 1. Luego, P (x) ≡ 1.
En particular, el coeficiente que acompaña al término xn−1 deber ser igual a cero. Como tal coeficiente es y1 +

· · ·+ yk =
∑n

j=1

∏
i6=j

1
rj−ri

, obtenemos (1).
Ya que

1 = P (x) =

n∑

i=1

∏

i6=j

(
x− rj
ri − rj

)
=

n∑

i=1

∏
i6=j(x− rj)∏
i6=j(ri − rj)

=

n∑

i=1

yi
∏

i6=j

(x− rj) =

n∑

i=1

yi
x− ri

n∏

j=1

(x− rj),

obtenemos (2).

Sea N el mínimo comun denominador de los números racionales y1,..., yn. Entonces, ai = Nyi ∈ Z (pueden ser
enteros negativos o positivos) y se tiene, por (1) en Lema 7.2.3, que

(3) a1 + · · ·+ an = 0.

Consideremos la función racional

G(x) =

n∏

i=1

(x− ri)
ai ∈ Q(x).

Si aj < 0 (respectivamente, aj > 0), entoncesG(rj) = ∞ (respectivamente,G(rj) = 0). Más aún, por (3) se tiene
que G(∞) = 1.

Por (2) del Lema 7.2.3 se puede ver que

G′(x)

G(x)
=

n∑

i=1

ai
x− ri

=

n∑

i=1

Nyi
x− ri

=
N∏n

i=1(x− ri)
.

De esta manera, la función G sólo tiene sus puntos críticos contenidos en el conjunto {r1, ..., rn,∞}. Ahora, por
el lema 7.2.2, se obtiene que los valores críticos de

P = G ◦Q : C → P1

están contenidos en el conjunto {∞, 0, 1}.
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Observación 7.2.4. — Otra manera de ver (1) en el Lema 7.2.3 es como sigue (esta idea es de Gabino González).
Podemos suponer que r1 < r2 < · · · < rn.

Dados números reales λ1 < λ2 < · · · < λk , tenemos el determinante de Vandermonde

V (λ1, λ2, · · ·λn) = Det




1 λ1 λ21 · · · λk−2
1 λk−1

1

1 λ2 λ22 · · · λk−2
2 λk−1

2

1 λ3 λ23 · · · λk−2
3 λk−1

3

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 λk−1 λ2k−1 · · · λk−2

k−1 λk−1
k−1

1 λk λ2k · · · λk−2
k λk−1

k



=
∏

j>i

(λj − λi) > 0.

Notamos que N = V (r1, r2, · · · , rn) y si Vi := V (r1, · · · , ri−1, ri+1 · · · , rn), entonces

V
∑

yi =
∑

V yi = Vn − Vn−1 + · · ·+ (−1)nV1.

La expresión a la derecha no es nada más que el determinate de la matriz




1 λ1 λ21 · · · λk−2
1 1

1 λ2 λ22 · · · λk−2
2 1

1 λ3 λ23 · · · λk−2
3 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 λk−1 λ2k−1 · · · λk−2

k−1 1

1 λk λ2k · · · λk−2
k 1




de donde obtenemos que
∑
yi = 0.

Observación 7.2.5 (Primera demostración de Belyi). — La demostración de la parte “sí" que hemos hecho no es
la que primero produjo Belyi (esta la formuló más tarde). La primera demostración es como sigue. Supongamos que
hemos logrado encontrar una función holomorfa F : C → P1 cuyos valores críticos son los úmeros racionales r1,...,
rn y probablemente el punto ∞. Si n ≥ 3, podemos componer F a la izquierda por una transformación de Móbius,
de la forma M(z) = (z − r1)/(r2 − r1), para suponer que r1 = 0, r2 = 1 y todos los demás aún contenidos en
Q ∪ {∞}. Ahora, coponiendo a la izquierda con la transformación de Móbius T (z) = 1/z si es necesario, también
podemos asumir que rj ∈ (0, 1), para algún j ≥ 3. Reindexando, si es necesario, podemos asumir que r3 ∈ (0, 1).
Podemos escribir r3 = a/(a+ b) para ciertos a, b ∈ N. Ahora consideramos el polinomio de Belyi

Q(x) =
(a+ b)a+b

aabb
xa(1− x)b ∈ Q[x].

Notamos que Q(∞) = ∞, Q(0) = Q(1) = 0 y Q(r3) = 1 y Q(rj) ∈ Q para cada j = 4, ..., n. Más aún, como

Q′(x) = − (a+ b)a+b

aabb
xa−1(1− x)b−1((a+ b)x− a),

de donde vemos que los puntos críticos de Q están contenidos en el conjunto {∞, 0, 1, r3}, luego sus valores críticos
están contenidos en el conjunto {∞, 0, 1}. De esta manera, por el Lema 7.2.2, obtenemos una nueva función holomorfa
Q ◦ F : C → P1 cuyos valores críticos están contenidos en el conjunto {s1 = 0, s2 = 1, s3, ..., sm} ∪ {∞}, donde
sj ∈ Q y m < n. Si m ≥ 3, entonces procedemos de la misma manera hasta lograr una función holomorfa no-
constante P : C → P1 con a lo más 3 valores críticos contenidos en el conjunto {∞, 0, 1}.

Corolario 7.2.6. — Toda curva de Belyi se puede definir sobre una extensión finita de Q. En particular, como conse-
cuencia del teorema del elemento primitivo, toda curva de Belyi se puede definir sobre un cuerpo Q(α), donde α ∈ Q.
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7.3. Curvas casi-platónicas

Ejemplos de curvas de Belyi son aquellas que tienen muchos automorfimos.

Definición 7.3.1. — Sea C ⊂ Pn
C una curva algebraica no-singular y Aut(C) su grupo de automorfismos birracio-

nales (luego, biregulares) definidos sobre el cuerpo C. Diremos que C es casi-platónica si C/Aut(C) ∼= P1
C y tiene a

lo más 3 valores de ramificación.

El siguiente resultado fué probado por Wolfart [35]. Nosotros daremos una demostración basada en la demostración
hecha del Teorema 4.1.3.

Teorema 7.3.2 ([35]). — Toda curva casi-platónica se puede definir sobre su cuerpo de móduli.

Demonstración. — Denotemos por K el cuerpo de móduli de C.
Por el Corolario 7.2.6, C se puede definir sobre una extensión finita L de Q. Por otro lado, sabemos que el cuerpo

de móduli K es un subcuerpo de L, es decir, tenemos Q < K < L. Más aún, podemos suponer que la extensión
K < L es Galois de grado finito.

Consideremos el cubriente de Galois P : C → C/Aut(C) = P1
C, y supongamos que los tres valores críticos son

∞, 0 y 1.
Para cada σ ∈ Aut(L/K) tenemos un isomorfismo birracional (de hecho es biregular) fσ : C → Cσ . Tenemos un

único automorfismo birracional gσ : P1
C → P1

C (es decir una transformación de Möbius) tal que

P σ ◦ fσ = gσ ◦ P.

Notar que, como estamos cocientando por todo el grupo Aut(C), el automorfsimo gσ está únicamente determinado
por σ y no la elección de fσ . Más aún, como gσ debe permutar los puntos en {∞, 0, 1}, se ve que gσ ∈ S3 =

〈A(z) = 1/z,B(z) = 1/(1− z)〉. En particular, para cada τ, σ ∈ Aut(L/K), vale que gτσ = gσ y que ge = I , donde
e ∈ Aut(L/K) es la identidad.

Notemos que existe un homomorfimo natural de grupos definido por

Ψ : Aut(L/K) → S3 : σ 7→ g−1
σ .

La familia {gσ : σ ∈ Aut(L/K)} satisface las condiciones del Teorema de Weil, luego, existe un isomorfismo
birracional R : P1

C → B, donde R está definida sobre L y B está definida sobre K , de manera que, para cada
σ ∈ Aut(L/K), vale que R = Rσ ◦ gσ .

Si tomamos Q = R ◦ P : C → B, cubrimiento de Galois asociado a la acción de Aut(C), entonces, para cada
σ ∈ Aut(L/K), vale que Q = Qσ ◦ fσ .

Ahora, para poder terminar la demostración, usando el Teorema 4.1.3, sólo necesitamos encontrar un punto K-
racional en B, fuera de los valores críticos de Q. Al igual que antes, esto es equivalente a encontrar un punto r ∈
P1
C − {∞, 0, 1} tal que, para cada σ ∈ Aut(L/K), vale la igualdad σ(r) = gσ(r).

Denotemos por G = Ψ(Aut(L/K)) < S3.

1. Si G = {I}, entonces basta tomar r = −1.

2. Si G ∼= Z2, entonces tenemos las siguientes posibilidades para el generador T de G :

(a) T (z) = 1/z, en cuyo caso basta tomar r = −1.

(b) T (z) = z/(z − 1), en cuyo caso basta tomar r = 2.

(c) T (z) = 1− z, en cuyo caso basta tomar r = 1/2.



46 CAPÍTULO 7. CURVAS DE BELYI

3. Si G ∼= Z3, entonces ker(Ψ) = {σ ∈ Aut(L/K) : gσ = I} es subgrupo de índice 3 en Aut(L/K). Sea
K < J < L el cuerpo fijo de ker(Ψ), luego [J : K] = 3. Notemos que en este caso, ∀r ∈ K − {0, 1} satisface
la igualdad σ(r) = gσ(r), para cada σ ∈ ker(Ψ). Esto nos dice que, para tales r, R(r) ∈ B es un punto
J-racional de B fuera de los valores de ramificación. Usando el Corolario 2.1.9, obtenemos la existencia de un
puntoK-racional fuera de la ramificación de B.

4. Si G = S3, entonces podemos considerar H = 〈A(z) = 1/z〉 ∼= Z2 y Ψ(H)−1 < Aut(L/K). Luego, el
cuerpo fijo N del grupo Ψ(H)−1 es una extensión de grado 3 de K . Por 2, sabemos de la existencia de puntos
N -racionales, y por el Corolario 2.1.9, de la existencia de puntos K-racionales.

Observación 7.3.3. — En 3. y 4., al final de la demostración anterior, tenemos que los tres valores de ramificación de
C/Aut(C) tienen el mismo orden, digamos k ≥ 2. Podemos considerar un cubriente regular J : P1

C → P1
C, cuyo grupo

de transformaciones de cubrimiento es S3. La función J se puede definir sobre Q y el cubrienteU = J ◦P : C → P1
C

es ramificada sobre los puntos ∞ (con order 2), 0 (con orden 3) y 1 con orden 2k. Como por cada σ ∈ Aut(L/K) se
tiene que gσ ∈ S3, tenemos la relación U = Uσ ◦ fσ. Esto nos dice que el cubriente U : C → P1

C tiene a K como su
cuerpo de móduli.

7.4. Cocientes de curvas de Belyi son curvas de Belyi

En esta sección recordaremos dos resultados obtenidos en [10] por Gabino González-Diez .

Teorema 7.4.1. — Sea f : C1 → C2 un morfismo sobreyectivo entre curvas algebraicas complejas proyecticas
irreducibles no-singulares (luego superficies de Riemann). Si C2 y los valores críticos de f están definidos sobre Q,
entonces C1 se puede definir sobre Q.

Demonstración. — La idea es considerar la extensión de Galois general Q < C. Sea Γ = Aut(C/Q). Si σ ∈ Γ,
entonces tenemos un morfismo sobreyectivo fσ : Cσ

1 → C2. Más aún, como los valores críticos de f está definidos
sobre Q, entonces los valores críticos de fσ son los mismos que para f . Por el teorema de monodromía [25], sólo hay
un número finito de tales cubrientes (módulo isomorfía). Esto asegura que el grupo

K = {σ ∈ Γ : Cσ
1
∼= C1}

tiene índice finito en Γ. De esta manera, el cuerpo de móduli MC/Q(C1) es una extensión de grado finito sobre Q ; es

decir, MC/Q(C1) = Q. Esto nos asegura que MC/Q(C1) < Q. Como C1 se puede definir sobre una extensión finita

de su cuerpo de móduli [11], tenemos que C1 se puede definir sobre Q.

Teorema 7.4.2. — Sea f : C1 → C2 un morfismo sobreyectivo entre curvas algebraicas complejas proyecticas
irreducibles no-singulares (luego superficies de Riemann). Si C1 es una curva de Belyi, entonces también lo es C2.

Demonstración. — Podemos asumir que C1 está definida sobre Q. La idea es otra véz considerar la extensión de
Galois general Q < C. Sea Γ = Aut(C/Q). Si σ ∈ Γ, entonces tenemos un morfismo sobreyectivo fσ : C1 → Cσ

2 .
Por el teorema de Franchis-Severi [9, 14, 19, 23], sólo hay un número finito de tales cocientes (módulo isomorfía).

Esto asegura que el grupo

K = {σ ∈ Γ : Cσ
2
∼= C2}



7.5. CURVAS DE BELYI REALES 47

tiene índice finito en Γ. De esta manera, el cuerpo de móduli MC/Q(C2) es una extensión de grado finito sobre Q ; es

decir, MC/Q(C2) = Q. Esto nos asegura que MC/Q(C2) < Q. Como C2 se puede definir sobre una extensión finita

de su cuerpo de móduli [11], tenemos que C2 se puede definir sobre Q.

7.5. Curvas de Belyi reales

Sea S una superficie de Riemann cerrada. Como ya hemos observado anteriormente, debido al teorema de Riemann-
Roch, S puede ser definida por curvas algebraicas proyectivas complejas , no-singulares e irreducibles.

El teorema de Belyi nos asegura que S se puede describir por una tal curva definida sobre Q sí y sólo si S admite
una función de Belyi, es decir, una función meromorfa no-constante β : S → Ĉ ramificada sólo en tres valores ;
decimos que S es una curva de Belyi y que la función β es una función de Belyi.

Por otro lado, S se puede describir por una curva definida sobre R sí y sólo si S admite una involución anticonfor-
mal ; se dice que S es simétrica y que la involución es una simetría de S.

En [21] Koeck-Singerman vieron que si S es una curva de Belyi simétrica, con una simetría con puntos fijos,
entonces S se puede describir por una curva definida sobre R∩Q. Luego, en [20] Koeck-Lau se dieron cuenta que tal
resultado seguía válido aún si la simetría no tenía puntos fijos. En ese mismo trabajo, los autores observaron que sus
argumentos se podían generalizar a variedades algebraicas que admiten un número finito de automorfsimos.

Un isomorfismo entre variedades algebraicas proyectivas complejas irreducibles y no-singulares es asumido ser
biregular ; en particular, automorfismos son bireguares.

Teorema 7.5.1. — Sea V una variedad algebraica proyectiva compleja, irreducible y no-singular, la cual puede ser
definida sobre Q y que también se puede definir sobre R. Si V tiene un grupo finito de automorfismos, entonces, V se
puede definir sobre R ∩Q.

Demonstración. — Sea Γ = Aut(C/R) = {σ1, σ2} = 〈σ2〉 ∼= Z2, donde σ1(z) = z y σ2(z) = z.
Tenemos que V puede ser descrita por una variedad algebraica proyectiva compleja, irreducible y no-singular

X ⊂ Pn
C definida sobre Q, es decir, X es dada como los ceros comunes de polinomios

P1, ..., Pr ∈ Q[x0, ..., xn].

ComoX también puede ser definida sobre R, entonces existe un isomorfismo T : X → X̂ , definido sobre C, donde
X̂ está definida sobre R. Definimos el isomorfismo fσ2 = (T σ2)−1 ◦ T : X → Xσ2 = X , definido a priori sobre C.

Sean Xσ1 = X , f1 = fσ1 = I , el automorfismo identidad de X , y f2 = fσ2 . No es dificil verificar que fσiσj =

fσi
σj

◦ fσi (recordar el Teorema de Weil).

Es claro que, Si ρ ∈ Aut(C/Q), entonces podemos considerar el isomorfismo fρ
2 : Xρ → X

ρ
. ComoX y X están

definidas sobre Q, tenemos el isomorfismo fρ
2 : X → X . Como X tiene un grupo finito de automorfismos, se sigue

que K = {ρ ∈ Aut(C/Q) : f2 = fρ
2 } es un subgrupo de índice finito de Aut(C/Q). Como Fix(K) es una extensión

finita de Q, tenemos queFix(K) = Q ; luego K = Aut(C/Q) y, en particular, que f2 está definido sobre Q.
Cada σ ∈ Γ produce una permutación θ(σ) ∈ S2 tal que σσj = σθ(σ)(j), para cada j = 1, 2. De hecho, θ(σ1) =

(1)(2) y θ(σ2) = (1, 2). Así, tenemos un isomorfismo

θ : Γ → S2 : σ 7→ θ(σ).

Ahora consideramos la acción de S2 en (Pn
C × Pn

C) × (Pn
C × Pn

C) dada por la permutación de los dos factores
(Pn

C × Pn
C). De manera más precisa, θ(σ1)(w1, w2) = (w1, w2) and θ(σ2)(w1, w2) = (w2, w1), donde w1, w2 ∈

Pn
C × Pn

C.
Sea

Φ : X ⊂ Pn
C → (Pn

C × Pn
C)× (Pn

C × Pn
C)
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dada por

Φ(x) =


f1(x), f2(x)︸ ︷︷ ︸

Φ1(x)

, f2(x), f1(x)︸ ︷︷ ︸
Φ2(x)




Se tiene que Φj : X → Pn
C × Pn

C es un isomorfismo entre X y Φj(X). En particular, Φ es también un isomorfismo
entre X y Φ(X).

Notemos que Φ(X) está definida por las siguientes ecuaciones (todas definidas sobre Q)




y1 − y4 = 0

y2 − y3 = 0

y2 = f2(y1)

P1(y1) = · · · = Pr(y1) = 0





donde (y1, y2, y3, y4) ∈ Pn
C × Pn

C.
Si σ ∈ Γ, entonces

σ(fj(x)) = fσ
j (σ(x)) = fσ

σj
(σ(x)) = fσσj (f

−1
σ (σ(x))) =

= fσθ(σ)(j)
(f−1

σ (σ(x))) = fθ(σ)(j)(f
−1
σ (σ(x))).

De lo anterior y el hecho que θ es un homomorfismo se obtiene que

σ(Φj(x)) = Φθ(σ)(j) ◦ f−1
σ (σ(x)),

en particular, se obtienen las siguientes dos observaciones :
(*) σ(Φ(x)) = θ(σ) ◦ Φ ◦ f−1

σ (σ(x)) ;
(**) si y ∈ Φ(X) y σ ∈ Γ, entonces σ(y) ∈ θ(σ)(Φ(X)).
Si w = (y1, y2) ∈ Pn

C × Pn
C, donde

yj = [yj0 : · · · : yjn], j = 1, 2,

entonces definimos
zs1,s2 = y1s1y2s2 , s1, s2 ∈ {0, 1, ..., n},

y consideramos la función

G : Pn
C × Pn

C → P
(n+1)2−1
C

w 7→ G(w) = [z0,0 : · · · : zn,n].
La función G define un isomorfismo, definido sobre Q, entre Pn

C × Pn
C y su imágen.

Ahora consideremos la función

Ψ1 : (Pn
C × Pn

C)× (Pn
C × Pn

C) → P
(n+1)2−1
C × P

(n+1)2−1
C

dada por
Ψ1(w1, w2) = (G(w1), G(w2))

donde wj ∈ Pn
C × Pn

C, para cada j = 1, 2.

La función Ψ1 ◦ Φ : X → (P
(n+1)2−1
C )2 define un isomorfismo entre X y su imágen.

El grupo Γ induce una acción por permutaciones, say η : Γ → S2, de los dos factores P
(n+1)2−1
C del producto

P
(n+1)2−1
C ×P

(n+1)2−1
C . De manera precisa, η(σ1)(w1, w2) = (w1, w2) y η(σ2)(w1, w2) = (w2, w1), dondew1, w2 ∈

P
(n+1)2−1
C .

Lema 7.5.2. — Existe una función regular

Ψ2 : P
(n+1)2−1
C × P

(n+1)2−1
C → PN

C : (w1, w2) 7→ Ψ2(w1, w2)

donde N = 3(n+ 1)2 − 6, la cual satisface las siguientes tres propiedades.
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1. Ψσ
2 = Ψ2, para cada σ ∈ Γ.

2. Para cada σ ∈ Γ vale que Ψ2 ◦ η(σ) = Ψ2.

3. Si Ψ2(w) = Ψ2(z), entonces existe γ ∈ Γ tal quet w = η(γ)(z).

Demonstración. — Sea m = (n+ 1)2 − 1 y consideremos

H : Cm × Cm → C3m−1

definida por
H(z1, ..., zm, w1, ..., wm)

||
(z1 + w1, z2 + w2, ..., zm + wm, z1w1, z2w2, ..., zmwm, z1z2 + w1w2, z1z3 + w1w3, ..., z1zm + w1wm).

Se puede ver que H(z, w) = H(ẑ, ŵ) sí y sólo si (ẑ, ŵ) ∈ {(z, w), (w, z)}.
Si homogenizamosH obtenemos una función

Ψ2 : P
(n+1)2−1
C × P

(n+1)2−1
C → PN

C

que satisface las propiedades (1), (2) y (3) como se quería.

Si Ψ = Ψ2 ◦Ψ1, donde Ψ2 es dada por el lema anterior, entonces

Ψ : (Pn
C × Pn

C)× (Pn
C × Pn

C) → PN
C : (w1, w2) 7→ Ψ(w1, w2)

satisface las siguinetes propiedades.

4. Ψ ◦ Φ es un isomorfismo sobre su imágen.

5. Ψσ = Ψ, para cada σ ∈ Γ ;

6. Para cada σ ∈ Γ vale que Ψ ◦ θ(σ) = Ψ.

Si Z = Ψ(Φ(X)), entonces podemos notar que Z está definida sobre Q (ya que todas las funciones involucradas
anteriormente están definidas sobre Q). Así, podemos mirar

ZQ ⊂ PN
Q
,

dada por los mismos polinomios sobre Q que definen Z . Basta con verificar que ZQ está definida sobre R ∩Q.

Consideremos el grupoΓ0 = 〈σ(z) = z〉 < Aut(Q/Q) = Γ1. Notemos que Fix(Γ0) = R∩Q, es decir, R∩Q < Q

es una extensión de Galois de grado dos.
Si consideramos la biyección σ̂ : PN

Q
→ PN

Q
, dada por σ̂([x0 : · · · : xN ]) = (x0 : · · · : xN ], entonces las

propiedades (∗∗) y (6.) nos aseguran que σ̂(Z
Q
) = Z

Q
. Sigue del Teorema 2.1.10 que Z

Q
se define sobre R ∩Q.





CAPÍTULO 8

JACOBIANAS

8.1. Jacobianas y Matrices de Riemann

Consideremos una superficie de Riemann S de género g ≥ 1. Denotemos por H1(S,Z) ∼= ⊕2gZ al primer grupo
de homología de S. Este grupo codifica (en parte) la parte topológica de la superficie S. Una base de homología de S
es una base simpléctica si está representada por 2g curvas cerradas orientadas, α1,..., αg , β1,..., βg , tal que

αj · αk = βj · βk = 0

αj · βk = δkj

También asociado a S es el espacio vectorial complejo de dimensión g de las 1-formas holomorfas [8], denotado
por H1,0(S). Existe una base de este espacio, digamos w1,..., wg , satisfaciendo que

∫

αj

wk = δjk

llamada una base dual a la base simpléctica anterior. En este espacio tenemos una forma Hermitiana positiva definida
dada por :

(θ1, θ2) =
i

2

∫ ∫

S

θ1 ∧ θ2 =
i

2

g∑

j=1

[∫

αj

θ1

∫

βj

θ2 −
∫

βj

θ1

∫

αj

θ2

]

para θ1, θ2 ∈ H1,0(S). Por ejemplo, para la base dual w1,..., wg anterior tenemos que

(wj , wk) = Im

(∫

βj

wk

)

Luego, esta forma Hermitiana queda representada en esta base dual como

((x1, ..., xg), (y1, ..., yg)) =

g∑

j=1

g∑

k=1

xjykIm

(∫

βj

wk

)

Si denotamos por H1,0(S)∗ el espacio dual de H1,0(S), entonces la forma Hermitiana anterior nos da un anti-
isomorfismo

Ψ : H1,0(S) → H1,0(S)∗

definido por

Ψ(θ) = (·, θ)
De esta manera, tenemos inducida la forma Hermitiana

(Ψ(θ1),Ψ(θ2)) = (θ1, θ2)
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Integración de 1-formas sobre curvas (orientadas) en S da la función

ΦS : H1(S,Z) →
(
H1,0(S)

)∗

definida por

φ([γ]) =

∫

γ

Ejercicio. Verificar que esta función es un homomorfismo inyectivo entre Z-módulos. La base dual en H1,0(S)∗

respecto a la base w1,..., wg es exactamente la dada por w∗
1 =

∫
α1

,..., w∗
g =

∫
αg

De esta manera, la forma Hermitiana inducida en H1,0(S)∗ en la base dual queda dada por

((x1, ..., xg), (y1, ..., yg)) =

g∑

j=1

g∑

k=1

xjykIm

(∫

βj

wk

)

Se puede ver H1(S,Z) como un reticulado en el espacio
(
H1,0(S)

)∗
. El cociente

J(S) = (H1,0(S))∗/H1(S,Z)

es la Jacobiana de S, la cual resulta ser una variedad Abeliana principalmente polarizada (ver la primera parte de este
libro).

Usando la base simpléctica α1,..., αg , β1,..., βg y su base dual w1,..., wg de 1-formas holomorfas en S, uno puede
escribir lo anterior en coordenadas. Esto es, si usamos la base dual w∗

1 ,..., w∗
g para el espacio

(
H1,0(S)

)∗
, entonces

podemos identificar
(
H1,0(S)

)∗
con Ĉg y el reticulado H1(S,Z) se identifica con un reticulado L en Ĉg generado por

los vectores e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, 0, ..., 0),..., eg = (0, ..., 0, 1), z1 = (z1,1, ..., zg,1),..., zg = (z1,g, ..., zg,g),
donde

zkj =

∫

βj

wk =

∫

βk

wj

La matriz Z = (z1z2 · · · zg) es llamada una matriz de Riemann para S. Luego J(S) es analíticamente equivalente
a la variedad abeliana principalmente polarizada obtenida como Ĉg/L con la polarización dada por

((x1, ..., xg), (y1, ..., yg)) =

g∑

j=1

g∑

k=1

xjykIm(zjk)

Teorema 8.1.1 (Teorema de Torelli [8]). — San S y R dos superficies de Riemann cerradas. Entonces S es confor-
malmente equivelante aR sí y sólo si sus variedaes jacobianas J(S) y J(R) son isomorfas como variedades abelinas
principalmente polarizadas.

Observación 8.1.2. — Denotemos por Pic0(S) el espacio de las clases de divisores de grado cero en S (un divisor de
grado cero es trivial si es el divisor de una función meromorfa en S). Tomemos un punto p0 ∈ S. El teorema de Abel
[8] dice que la función

H : Pic0(S) → J(S)

definida por

H(p1 + · · ·+ pg − q1 − · · · − qg) =

[∫ p1

p0

+ · · ·+
∫ pg

p0

−
∫ q1

p0

− · · · −
∫ qg

p0

]

resulta ser un isomorfismo.
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8.2. Cuerpo de definicion de Jacobianas

Consideremos una superficie de Riemann S de género g ≥ 2. Supongamos que S se puede definir por una curva
irreducible no-singular algebraica proyectiva C.

Sea D = p1 + · · ·+ pg − q1 − · · · − qg es un divisor de grado cero de C y σ ∈ Aut(C/Q). Podemos considerar el
divisor de grado cero de Cσ dado por

Dσ = σ(p1) + · · ·+ σ(pg)− σ(q1)− · · · − σ(qg).

Si D es el divisor de una función meromorfa f : C → Ĉ, entonces Dσ es el divisor de la función meromorfa
fσ : Cσ → Ĉ.

De esta manera, tenemos de manera natural una acción del grupo Aut(C/Q) sobre el grupo Pic0(C) : Si σ ∈
Aut(C/Q), entonces

σ : Pic0(C) → Pic0(Cσ) : [D] 7→ [Dσ].

Más aún, tenemos que Pic0(Cσ) = Pic0(C)σ .
Lo anterior nos dice que para cada σ ∈ Aut(C/Q) tenemos una acción natural

σ : J(C) → J(Cσ)

de manera que J(Cσ) = J(C)σ .
Supongamos ahora que C está definida sobre el cuerpo K < C Notemos que para cada σ ∈ Aut(C/K) vale que

Cσ = C, en particular, J(C) = Pic0(C) = Pic0(Cσ) = Pic0(C)σ = J(C)σ . Esta igualdad nos asegura que J(C)
también se puede definir sobre el cuerpo K.

El recíproco a lo anterior es dado por el Teorema de Torelli.

Teorema 8.2.1. — Sea S una superficie de Riemann cerrada. Entonces S se puede definir sobre un cuerpo K < C sí
y sólo si su variedad Jacobiana J(S) se puede definir sobre K.
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