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INTRODUCCIÓN

La génesis de esta monografía parte de la idea de organizar y completar
(en parte) las notas usadas una serie de seminarios dictados a estudiantes
del programa de Magister en Matemáticas de la Universidad Técnica Fe-
derico Santa María en el periodo 2008-2010. Esos seminarios tenían como
objetivo principal presentar ciertas relaciones entre objetos combinatorios,
llamados dessins d’enfants (dibujos de niños), con aspectos analíticos (su-
perficies de Riemann), geometría hiperbólica, curvas algebraicas, teoría de
números y teoría de Galois.

B. Riemann observó que toda superficie de Riemann compacta se puede
ver como una curva algebraica compleja irreducible y suave (aunque po-
demos aceptar cierto tipo de singularidades ; por ejemplo nodos). De esta
manera, nos podemos preguntar cuando es posible escoger tal curva defi-
nida sobre el cuerpo de los números algebraicos Q ; tales tipos de curvas
son llamadas curvas de Belyi.

En 1979, aproximadamente, Belyi [2] mostró que una superficie de Rie-
mann compacta S se puede representar por una curva de Belyi si y sólo si
existe una función meromorfa β : S Ñ pC con a lo más tres valores de ra-
mificación, los cuales podemos asumir estar contenidos en t8, 0, 1u ; estas
funciones son llamadas funciones de Belyi.

Ahora, dada una función de Belyi β : S Ñ pC, podemos considerar la
preimágen por β del intervalo r0, 1s. Si pintamos de color negro las preimá-
genes de 0 y de color blanco las preimágenes de 1, entonces obtenemos un
grafo bipartito en S. De hecho, se tiene que cada una de las componentes
conexas del complemento de β´1pr0, 1sq es homeomorfo a un disco (es
decir, obtenemos un mapa bipartito en S). Grothendieck (Esquisse d’un
Programme [16]) llamó a tales mapas bipartitos dessins d’enfants (dibujos
de niños).
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De manera recíproca, cada dessin d’enfant (dibujo de niño) define una
estructura de superficie de Riemann S, única módulo isomorfía, y una fun-
ción de Belyi β : S Ñ pC tal que el dessin d’enfants original se obtiene
como preimágen por β del intervalo r0, 1s (salvo homotopía).

Dessins d’enfants (sin este nombre) ya aparecían en trabajos de F. Klein
en el siglo 19 para construir superficies de Riemann admitiendo ciertos
cubrimientos ramificados sobre la esfera de Riemann pC.

La existencia de una función de Belyi β : S Ñ pC de grado d es equi-
valente a la existencia de un subgrupo de índice d de un grupo Fuchsiano
triangular (de hecho del grupo Γp2q).

Todo lo anterior permite ver una relación natural entre objetos combina-
torios simples (dessins d’enfants), objetos analíticos (funciones de Belyi)
y objetos geométricos (grupos Fuchsianos).

Uno de los grupos más interesente en varias áreas de la matemática es
el grupo absoluto de Galois GalpQ{Qq. Este grupo es un grupo profinito
ya que es el limite inverso de los grupos de Galois finitos GalpK{Qq, es
decir, este grupo codifica la teoría clásica de Galois (además, la teoría de
representaciones de este grupo juega un rol importante en la demostración
del Teorema de Fermat dada por Wiles). Desafortunadamente, su estruc-
tura es aún un misterio. Como es lo usual, uno busca acciones fieles de
GalpQ{Qq sobre objetos que tienen alguna estructura simple para poder
encontrar información sobre su estructura de grupo. Alguna vez escuché
de un matemático mexicano la siguiente frase : “ Los grupos, así como a
los hombres, se les conocen por sus acciones".

Existe una acción natural de GalpQ{Qq sobre curvas de Belyi (al ser es-
tas definibles sobre cuerpos de números) ; luego, una acción de este grupo
sobre los dessins d’enfants (objetos combinatoriales). Grothendieck notó
[16] que esta acción es fiel a nivel de dessins d’enfants de género 1 ; luego
Schneps [36] verificó que la acción es fiel a nivel de dessins d’enfants de
género 0. González-Diez y Girondo [14, 15] se dieron cuenta que la ac-
ción también es fiel a nivel de curvas hiperelípticas de cualquier género.
Usando ciertas curvas no-hiperelíticas, llamadas curvas de Fermat genera-
lizadas, se puede verificar que la acción es también fiel sobre ellas [19].

Para entender la acción de GalpQ{Qq en los dessins d’enfants es nece-
sario buscar invariantes que permitan decidir cuando dos de ellos están en
la misma órbita por tal acción (y aún más, decidir si estos son isomorfos o
no). Algunos invariantes son conocidos, tales como el género, los grados
en los vértices de cada color, los grupos de automorfismos. Por desgracia,
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estos no son suficientes como para detectar si dos dessins d’enfants son o
no equivalentes.

El objetivo principal de esta monografía es dar una introducción a la
teoría de los dessins d’enfants, intentar explicar la acción de GalpQ{Qq
sobre estos objetos e intentar explicar el rol unificador entre superficies
de Riemann, teoría de Galois, teoría de números algebraicos y geometría
hiperbólica plana. Como caso particular, veremos un link con el caso de
curvas reales y dessins d’enfants reales.

Una lista de referencias son dadas, la cual está por lejos de ser exhaus-
tiva, pero que puede ayudar al principiante en el entendimiento de este
tema.

Finalmente, quiero agradecer a Mariela Carvacho, Pilar Johnson, Saúl
Quispe, Sebastián Reyes-Carocca y María Elisa Valdés quienes participa-
ron de los seminarios originales y quienes han aportando con sugerencias
y reparos en las versiones iniciales.

Rubén A. Hidalgo
Departamento de Matemática y Estadística
Universidad de La Frontera
2020
Temuco – Chile
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CAPÍTULO 1

EL LEMA DE SCHWARZ Y
AUTOMORFISMOS

1.1. El Lema de Schwarz

Uno de los resultados más usados en la teoría de una variable compleja
(por ejemplo, grupos Kleinianos, surperficies de Riemann y dinámica com-
pleja) es el Lema de Schwarz, el cual nos dice que toda función analítica
del disco unitario en si mismo decrece distancias. Consideremos el disco
unitario

D “ tz P C : |z| ă 1u.

Lema 1.1.1 (Lema de Schwarz). — Sea f : D Ñ D una función analí-
tica tal que fp0q “ 0. Entonces

1. |fpzq| ď |z| ; para cada z P D ;

2. |f 1p0q| ď 1.

Más aún si tenemos igualdad en (1) para cierto z ‰ 0 o bien en (2),
entonces fpzq “ eiθz para cierto θ P R.

Demostración. — Supongamos que f no es una función constante ya que
en ese caso fpzq “ 0 y el resultado es trivial. Consideremos la función
siguiente :

gpzq “

$

’

’

&

’

’

%

fpzq

z
, z ‰ 0

f 1p0q, z “ 0.

Notemos que g es una función analítica en Dzt0u y continua en z “ 0 ;
luego analítica en todo D.

Sea z P D y r P p|z|, 1q. Si w pertenece al círculo Cr “ tw P C : |w| “

ru, entonces tenemos que |gpwq| ď 1{r. Luego, el Teorema del Módulo
Máximo nos asegura que gpzq ď 1{r. Haciendo tender r a 1 obtenemos



2 CAPÍTULO 1. EL LEMA DE SCHWARZ Y AUTOMORFISMOS

que |gpzq| ď 1, de donde obtenemos (1) y (2). El mismo Teorema del
Módulo Máximo nos dice que que si existe un valor de z0 P D donde
|gpz0q| “ 1, entonces existe θ P R tal que gpzq “ eiθ.

1.2. Automorfismos del disco unitario y semiplano superior

Una aplicación del lema de Schwarz es el cálculo de los automorfismos
analíticos (o automorfismos holomorfos) del disco unitario.

Teorema 1.2.1 (Automorfismos de D). — Los automorfismos analíticos
del disco unitario D son de de la forma

Apzq “ eiθ
z ´ α

1´ αz

y los automorfismos antianalíticos de D son de la forma

Apzq “ eiθ
z ´ α

1´ αz

donde α P D y θ P R.

Demostración. — Sea A un automorfismo analítico de D y α “ A´1p0q.
Como

T pzq “
z ´ α

1´ αz

resulta ser una automorfismo analítico de D, se tiene que B “ T ˝ A´1

sigue siendo un automorfismo analítico de D tal que Bp0q “ 0. El Lema
de Schwarz nos asegura que |Bpzq| ď |z| para cada z P D. Pero también
podemos usar el lema de Schwarz en B´1, con lo cual obtenemos que
|B´1pzq| ď |z| para cada z P D. De esta manera, |Bpzq| “ |z| para cada
z P D y, por el mismo Lema de Schwarz, obtenemos que Bpzq “ e´iθ para
algún θ P R.

Ahora, sea A un automorfismo antianalítico de D. Como Jpzq “ z es
una automorfismo antianalítico de D, obtenemos que A ˝ J es un automor-
fismo analítico de D.

Se puede observar que el conjunto de los automorfismos analíticos y
antianalíticos del disco unitario con la operación de composición de fun-
ciones resulta ser un grupo, denotado por el símbolo AutpDq ; al subgrupo
(de índice dos) de automorfismos analíticos lo denotaremos por Aut`pDq.
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Como la transformación de Möbius

Hpzq “
z ´ i

z ` i

es un biholomorfismo entre el semiplano superior

H “ tz P C : Impzq ą 0u

y el disco unitario, se tiene que

AutpHq “ H ˝ AutpDq ˝H´1

Aut`pHq “ H ˝ Aut`pDq ˝H´1

de donde se obtiene el siguiente.

Teorema 1.2.2 (Automorfismos de H). — Los automorfismos analíticos
del semiplano superior H son de de la forma

Apzq “
az ` b

cz ` d

y los automorfismos antianalíticos del semiplano superior H son de de la
forma

Apzq “
´az ` b

´cz ` d
donde a, b, c, d P R y ad´ bc “ 1.

El resultado anterior nos dice, en particular, que los grupos Aut`pHq y
Aut`pDq son ambos isomorfos con el grupo lineal PSL2pRq.

Ejercicio 1. — Completar la demostración del Teorema anterior.

1.3. Automorfismos del plano complejo

La determinación de los automorfismos del plano complejo C también
es fácil de obtener.

Teorema 1.3.1 (Automorfismos de C). — Los automorfismos analíticos
del plano complejo C son de de la forma

Apzq “ az ` b
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y los automorfismos antianalíticos son de de la forma

Apzq “ az ` b

donde a, b P C y a ‰ 0.

Demostración. — Consideremos un automorfismo analítico A de C. Sea
α “ Ap0q y β “ A1p0q. Como T pzq “ z ´ α y Qpzq “ z{β son au-
tomorfismos analíticos de C, tenemos que F “ Q ˝ T ˝ A es también
un automorfismo analítico de C. Notemos que F p0q “ 0 y que F 1p0q “ 1.
Como F es una función entera, tenemos su desarrollo en serie de potencias
centrada en 0 (que converge localmente uniforme en C)

F pzq “ z ` a2z
2
` ¨ ¨ ¨

Notemos que necesariamente

lim
zÑ8

F pzq “ 8.

En efecto, si esto no fuese así, entonces existiría uan sucesión pznq, conver-
giendo a 8, de manera que F pznq se mantiene acotada ; luego podemos
asumir que (pasando a una subsucesión si es necesario) esta converge aun
valor w P C. Ya que F es un automorfismo, existe p P C tal que F ppq “ w.
Como F es una función abierta y continua, existe un disco Dp centrado
en p y radio positivo de manera que su imágen por F es un abierto que
contiene a w y está contenido en el disco centrado en w y radio 1. To-
mando n suficientemente grande, podemos suponer que F pznq P F pDpq y
que zn R Dp, contradiciendo la inyectividad de F .

Ahora consideremos la función analítica inyectiva G : Czt0u Ñ C
definida por

Gpzq “ F p
1

z
q “

1

z
` a2

1

z2
` ¨ ¨ ¨ .

ComoGpzq se aproxima a8 cuando z se aproxima a 0, tenemos que 0 es
un polo deGpzq. En particular, debe existir algún d ě 2 tal que aj “ 0 para
j ě d. En otras palabras, F debe ser un polinomio. Pero la inyectividad de
F asegura que tal polinomio debe ser de grado uno, es decir, F pzq “ z.

Para obtener los automorfimos antianalíticos, basta observar que Jpzq “
z es uno de ellos.

Observación 1.3.2. — El Teorema de la aplicación de Riemann nos dice
que toda región Ω Ă C simplemente conexa, diferente de C, es biholo-
morfa al semiplano superior H. Luego, Aut`pΩq es isomorfo a PSL2pRq.
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Por desgracia, sólo para algunas regiones Ω se puede calcular una aplica-
ción de Riemann de manera explícita. Para el caso de regiones poligonales,
existen las fórmulas de Schwarz-Christoffel. Por ejemplo, si Ω es un trián-
gulo donde dos de sus ángulos interiores son απ y βπ, entonces (modulo
alguna constante) una función de Riemann es dada por

F : HÑ Ω : z ÞÑ

ż z

i

dw

pw ´ 1q1´αpw ` 1q1´β
.

En el caso que Ω es un cuadrado, la función de Riemann se puede ob-
tener usando integrales elípticas. Cuando Ω es una región triangular cuyos
lados son arcos de círculos, entonces existen también fórmulas usando
las llamadas funciones triangulares de Schwarz (asociadas a ciertas ecua-
ciones dieferenciales de segundo orden llamadas hipergeométricas).





CAPÍTULO 2

SUPERFICIES DE RIEMANN Y CURVAS
ALGEBRAICAS COMPLEJAS

2.1. Variedades topológicas

Sea X un espacio topológico y n ě 1 un entero. Un atlas topológico
n-dimensional para X es una colección de pares A “ tpUj, zjqu (llamadas
cartas), satisfaciendo las siguientes propiedades :

1. cada Uj Ă X es un abierto del espacio topológicoX ;

2.
Ť

j Uj “ X ;

3. zj : Uj Ñ zjpUjq es un homeomorfismo entre Uj y un conjunto
abierto zjpUjq Ă Rn.

Observación 2.1.1. — Observemos, de la definición dada arriba, que si
Ui X Uj ‰ H, entonces la función de transición

zj ˝ z
´1
i : zipUi X Ujq Ñ zjpUi X Ujq

es un homeomorfismo (ver figura 2.1).

Una variedad topológica n-dimensional es un par formado de un espa-
cio topológico, conexo, Hausdorff y segundo numerable, provisto de un
atlas topológico n-dimensional maximal. Cuando n “ 2, hablamos de su-
perficies topológicas (en este caso podemos además identificar el plano R2

con el plano complejo C).

Observación 2.1.2 (Atlas topológicos maximales). — Supongamos que
tenemos dos atlas topológicos n-dimensionales para X , digamos A1 y A2.
Entonces la unión A1YA2 también es una atlas topológico n-dimensional
para X . De esta manera, gracias al Lema de Zorn, siempre existe un atlas
topológico n-dimensional maximal para X .
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  1
z

β
o z

α

α β
z

z

Figura 2.1. Función de transición

Ejemplo 1. — Consideremos un polígono regular P Ă R2 de 2r ě 4

lados, digamos s1,..., s2r. Consideremos dos subconjuntos disjuntos de
t1, ..., 2ru cada uno de cardinalidad r, digamos tj1, ..., jru y tk1, ..., kru.
Por cada l P t1, ..., ru consideremos una isometría Euclideana Tl tal que
Tjpsjlq “ skl y TjpP 0q X P 0 “ H, donde P 0 es el interior de P . Identifi-
quemos los lados de P usando las transformaciones Tj . El espacio obtenido
resulta ser una superficie topológica.

2.2. Variedades diferenciables

Una variedad diferenciable n-dimensional es un par formado de un es-
pacio topológico, conexo, Hausdorff y segundo numerable, provisto de
un atlas topológico n-dimensional maximal cuyas funciones de transición
son funciones diferenciables ; en cuyo caso, hablamos de un atlas diferen-
ciable.

Observación 2.2.1. — 1. Toda variedad diferenciable tiene una estruc-
tura de variedad topológica, de la misma dimensión.

2. Puede ocurrir que la unión de dos atlas diferenciables no sea dife-
renciable. Por ejemplo, podemos considerar X “ R y losatlas dife-
renciables A1 “ tpR, z : R Ñ R : x ÞÑ xqu, A2 “ tpR, w : R Ñ

R : x ÞÑ x3qu. En este caso, la unión A1 Y A3 si bien es un atlas
topológico para R no es diferenciable.
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Ejemplo 2 (Atlas diferenciable maximal). — Sea A un atlas diferen-
ciable n-dimensional para X . Sea F formado de todos los pares pU, zq,
donde U Ă X es un abierto y z es un homeomorfismo entre U y un abierto
V de Rn, satisfaciendo que para todo pW,wq P A con W X U ‰ H se
tiene que w ˝ z´1 y z ˝ w´1 son diferenciables. Verificar que F es un atlas
diferenciable maximal para X conteniendo al atlas A.

Un atlas diferenciable es llamado orientado si sus cambios de coordena-
das tienen jacobiano positivo. Una variedad diferenciable, junto a un atlas
orientado, se llama una variedad diferenciable orientada.

Una variedad orientable es una variedad topológica cuyo atlas maximal
posee un sub-atlas diferenciable orientado.

2.3. Teorema de clasificación de superficies

En esta sección presentamos la clasificación, módulo homeomorfismos
de todas las superficies conexas, Hausdorff y segundo numerables debida
a Kerékjártó.

2.3.1. El espacio de finales de un espacio topológico. — Sea X un es-
pacio topológico que es localmente compacto, localmente conexo, conexo
y Hausdorff (por ejemplo, cuando X es una superficie topológica).

Una sucesión pUnqnPN, de abiertos conexos y no vacíos deX , es llamada
anidada si se satisfacen las siguientes propiedades :

1. U1 Ą U2 Ą . . . ;

2. para cada n P N, la frontera BUn de Un es compacta ;

3. XnPNUn “ H ; y

4. para cada compacto K Ă X , existe algún m P N tal que K X Um “

H.

Decimos que dos sucesiones anidadas de abiertos de X , pUnqnPN y
pU 1nqnPN, son equivalentes si para cada n P N, existen j, k P N tales que
Un Ą U 1j y U 1n Ą Uk (esta resulta sert una relación de equivalencia).
Denotaremos por el símbolo rUnsnPN la clase de equivalencia de pUnqnPN
y le llamaremos un final de X .

Al conjunto de los fines de X (es decir, el conjunto de las clases de
equivalencia de la relación dada) lo denotaremos por el símbolo EndspXq

el cual llamaremos el espacio de fines de X .
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Al conjunto EndspXq le podemos dotar de la topología generada por los
conjuntos (los cuales de hecho forman una base) definidos por

U˚ :“ trUnsnPN P EndspXq | Uj Ă U algún j P Nu,

donde U Ă Z es un conjunto abierto no vacío de X cuya frontera es com-
pacta.

Teorema 2.3.1 ([32]). — El espacio topológico EndspXq, con la topo-
logía anterior, resulta ser un espacio Hausdorff, totalmente disconexo y
compacto (es decir, lo podemos ver como un subconjunto cerrado del
conjunto de Cantor).

2.3.2. Ends of a surface. — Ahora, supongamos que X es una superfi-
cie.

Una subsuperficie de X es un conjunto cerrado que una incrustación
topológica en X de alguna superficie cuya frontera (en X) consiste de un
número finito de curvas cerradas simples y disjuntas. Notemos que esta
definición, una subsuperficie puede o nor ser compacta.

El género reducido de una subsuperficie compacta Y , con qpY q curvas
fronteras y característica de Euler χpY q, es dado por gpY q “ 1´ 1

2
pχpY q`

qpY qq. El género deX es el supremo de los géneros reducidos de su subsu-
perficies compactas ; luego, este valor puede ser cualquier entero o 8. En
caso que su género sea cero, decimos que X es planar (en otras palabras,
X es homeomorfa a un abierto del plano).

En este caso de superficies, en la definición de un final de X , podemos
asumir que en la sucesión anidada de abiertos pUnqnPN tenemos que las
clausuras (en X) Un son subsuperficies. De esta manera, podemos decir
que un fin rUnsnPN es planar si existe algún l P N tal que la subsuperficie
U l Ă X tiene género cero.

Denotaremos por el símbolo Ends8pXq al subconjunto de EndspXq

conformado de los fines no-planares de X . Se sabe que Ends8pXq es un
subconjunto cerrado de EndspXq (see [33, p. 261]).

El triple pg,Ends8pXq,EndspXqq, donde g P t0, 1, . . . , u Y t8u es un
invariante topológico. El siguiente resultado, de Kerékjártó (y completado
por Richards), nos dice que tal triple determinaX de manera única, módulo
homeomorfismos.

Teorema 2.3.2 (Teorema de clasificación de superficies, [24], [33])
Dos superficies X1 y X2, ambas orientables, del mismo ǵenero son

homeomorfas (por un homeomorfismo que preserva la orientación) sí y
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sólo si existe un homeomorfismo f : EndspX1q Ñ EndspX2q tal que
fpEnds8pX1qq “ Ends8pX2q.

Una superficie orientable X es de tipo finito si su grupo fundamental
π1pXq es finitamente generado. En este caso, X tiene género finito g P
t0, 1, . . .u, Ends8pXq “ H y EndspXq un conjunto finito (cada uno de los
fines tiene una vecindad homeomorfa a un disco pinchado). Si n denota la
cardinalidad de EndspXq, entonces se dice que X tiene tipo pg, nq. En este
contexto, el teorema de clasificación anterior tiene una forma más simple.

Teorema 2.3.3. — Si X1 y X2 son superficies orientables de tipo finito,
entonces ellas son homeomorfas (por un homemorfismo que preserva la
orientación) sí y sólo si tienen el mismo tipo.

2.4. Superficies de Riemann

Una superficie de Riemann es una superficie topológica cuyo atlas to-
pológico 2-dimensional además satisface que (identificando R2 con C) sus
funciones de transición son funciones analíticas (luego funciones biholo-
morfas) ; tal atlas es llamado un atlas analítico.

Ejercicio 2 (Estructura de superficie de Riemann)
Considere un atlas analítico A para una superficie de Riemann S. Sea F

la collección de todos los atlas analíticos para S que contienen al atlas A.
En tal colección considere el orden dado por contensión. Verificar que tal
orden es dirigido y utilize el Lema de Zorn para verificar la existencia de
un único atlas analítico maximal que contiene a A. Tal atlas maximal para
S es llamada la estructura de superficie de Riemann de S.

2.5. Superficies de Riemann son superficies orientables

Observemos que, como consecuencia de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, toda superficie de Riemann es necesariamente orientable.
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Una superficie de Riemann compacta es en particular una superficie
compacta orientable ; luego, ésta es determinada por su característica de
Euler χ “ 2´ 2g, donde g es el género de la superficie.

1. Si g “ 0, entonces la superficie es homeomorfa a la esfera unitaria
S2 “ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 ` z2 “ 1u ;

2. Si g “ 1, entonces ésta es homeomorfa al toro S1 ˆ S1 ;

3. Si g ě 2, entonces es homeomorfa a la suma conexa de g toros.

2.6. Primeros ejemplos de superficies de Riemann

Ejemplo 3. — Ejemplos de superficies de Riemann son, por ejemplo, los
abiertos conexos no vacíos de C. Casos interesantes son el plano complejo
C, el disco unitario D y el semiplano superior H. Estos son ejemplos de
superficies de Riemann no compactas.

Ejemplo 4 (La esfera de Riemann). — Considermos la compactifica-
ción del plano C por un punto, pC “ CYt8u, cuya topología es la generada
por los abiertos usuales de C y los conjuntos de la forma pCzKq Y t8u,
donde K Ă C es compacto (éstos forman una base de vecindades del
punto8). El atlas

tpU1 “ C, z1pzq “ zq, pU2 “
pCzt8u, z2pzq “ 1{zqu,

tiene como función de transición a la identidad (usando las mismas cartas)
o bien la transformación de la forma (usando cartas diferentes)

z P C´ t0u ÞÑ 1{z P Czt0u

las cuales son analíticas. La superficie de Riemann así obtenida es llamada
la esfera de Riemann. Verificar que pC es homeomorfa a la esfera unitaria
de R3.

Ejemplo 5. — Sea τ P H y consideremos el grupo

Gτ “ xApzq “ z ` 1, Bτ pzq “ z ` τy – Z2.

Consideremos la acción de Gτ sobre el plano C. Entonces, el cociente
Tτ “ C{Gτ define una superficie de Riemann homeomorfa al toro S1ˆS1.
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2.7. Curvas algebraicas complejas

2.7.1. Curvas algebraicas afines suaves. — Consideremos una colec-
ción de polinomios

P1, ..., Pn´1 P Crx1, ..., xns

y la función holomorfa
T : Cn

Ñ Cn´1

T px1, ..., xnq “ pP1px1, ..., xnq, ..., Pn´1px1, ..., xnqq.

Si el punto b “ pb1, ..., bn´1q P T pCnq es un valor regular de T, entonces,
por el Teorema de la Función Implícita, tenemos que C :“ T´1pbq es
una superficie de Riemann (no compacta). Decimos que C es una curva
algebraica suave.

Ejemplo 6 (Curvas hiperelípticas). — En este ejemplo, tomaremos n “
2 y el polinomio

P px, yq “ y2
´

m
ź

j“1

px´ ajq,

donde a1, ..., am P C son puntos diferentes. En este caso, b “ 0 es una
valor regular de T “ P , y se tiene que

C2 :“

#

px, yq : y2
“

m
ź

j“1

px´ ajq

+

Ă C2

es una superficie de Riemann (no compacta). Sim ě 5, entonces esta curva
es conocida como un modelo afín de una superficie de Riemann hiperelíp-
tica de género (i) g “ pm´ 2q{2, si m es par y (ii) g “ pm´ 1q{2, si m es
impar.

Ejemplo 7 (Curvas p-gonales). — De nuevo en este ejemplo, usaremos
n “ 2. Sea p un número entero primo y consideremos el polinomio

P px, yq “ yp ´
m
ź

j“1

px´ ajq
nj ,

donde a1, ..., am P C son diferentes y n1, ..., nm P t1, ..., p ´ 1u. Al igual
que en el ejemplo anterior (cuando p “ 2), se tiene que la curva

Cp :“

#

px, yq : yp “
m
ź

j“1

px´ ajq
nj

+

Ă C2

es una superficie de Riemann (no compacta), llamada una curva p-gonal.
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Ejemplo 8 (Curvas de Fermat). — Sea k ě 1 un entero y consideremos
el polinomio

P px, yq “ xk ` yk ` 1.

En este caso, la curva

Fk :“
 

px, yq : xk ` yk ` 1 “ 0
(

Ă C2

es una superficie de Riemann (no compacta), llamada una curva de Fermat
de grado k.

Ejemplo 9 (Curvas generalizadas de Fermat). — Sean k ě 1 y m ě 3

enteros y sean λ1, ..., λm´2 P Czt0, 1u tales que λi ‰ λj para i ‰ j. En
este caso, consideramos los polinomios

P1px2, ..., xm`1q “ 1` xk2 ` x
k
3

Pjpx2, ..., xm`1q “ λj´1 ` x
k
2 ` x

k
j`2, j “ 2, ...,m´ 1.

Se puede ver que 0 es valor regular de T “ pP1, ..., Pm´1q ; luego

C
pkq
λ1,...,λm´2

:“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1` xk2 ` x
k
3 “ 0

λ1 ` x
k
2 ` x

k
4 “ 0

...
λm´2 ` x

k
2 ` x

k
m`1 “ 0

,

/

/

/

.

/

/

/

-

Ă Cm

es una superficie de Riemann (no compacta), llamada una curva generali-
zada de Fermat de tipo pk,mq.

2.7.2. Curvas algebraicas proyectivas suaves. — En los ejemplos de
curvas anteriores hemos logrado obtener superficies de Riemann no com-
pactas. Ahora veremos como construir superficies de Riemann compactas.

Consideremos una colección de polinomios homogéneos

P1, ..., Pn´1 P Crx1, ..., xn`1s

y consideremos la función holomorfa

T : Cn`1
zt0u Ñ Cn´1

T px1, ..., xn`1q “ pP1px1, ..., xn`1q, ..., Pn´1px1, ..., xn`1qq.

Notemos que en este ejemplo se tiene que T p0, ..., 0q “ 0 y que
T pµx1, ..., µxn`1q “ T px1, ..., xn`1q, para todo µ P Czt0u.
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Ahora, si todo punto de T´1p0qzt0u P Cn`1zt0u es un punto regu-
lar de T , entonces S :“ T´1p0qzt0u Ă Cn`1zt0u es una variedad com-
pleja de dimensión compleja 2 (otra vez consecuencia del Teorema de la
Función Implícita). Sea C la proyección de S en el espacio proyectivo
Pn “ pCn`1zt0uq{C˚. Entonces, C resulta ser una superficie de Riemann
compacta.

Ejemplo 10 (Curvas de Fermat). — La curva proyectiva

Fk :“ trx : y : zs P P2 : xk ` yk ` zk “ 0u Ă P2

es una superficie de Riemann compacta, llamada curva de Fermat de grado
k. Esta curva es una compactificación de la curva de Fermat afín vista
anteriormente.

Ejemplo 11 (Curvas generalizadas de Fermat). — Sean k ě 1 y m ě

3 enteros y sean λ1, ..., λm´2 P Czt0, 1u tales que λi ‰ λj para i ‰ j. La
curva proyectiva

C
pkq
λ1,...,λm´2

:“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

xk1 ` x
k
2 ` x

k
3 “ 0

λ1x
k
1 ` x

k
2 ` x

k
4 “ 0

...
λm´2x

k
1 ` x

k
2 ` x

k
m`1 “ 0

,

/

/

/

.

/

/

/

-

Ă Pm

es una superficie de Riemann compacta, llamada curva generalizada de
Fermat de tipo pk,mq. Esta curva es una compactificación de la curva ge-
neralizada de Fermat antes vista.

2.8. Funciones holomorfas/anti-holomorfas

Sean S1 “ pX1,A1q y S2 “ pX2,A2q dos superficies de Riemann y sea
f : X1 Ñ X2 una función continua.

2.8.1. Función holomorfa. — Diremos que f es una función holomorfa
(función analítica) si en coordenadas locales esta es una función analítica
entre abiertos del plano complejo, es decir, para cada punto p P X1 existen
cartas pUj, zjq P Aj tales que p P U1 y fpU1q Ă U2, de manera que

z2 ˝ f ˝ z
´1
1 : z1pU1q Ă CÑ C

es analítica.
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Supongamos que f es holomorfa. Siempre es posible encontrar car-
tas locales pU1, z1q y pU2, z2q como en la definición tales que z1ppq “

z2pfppqq “ 0 y zjpUjq “ D. En este caso, la representación local

g :“ z2 ˝ f ˝ z
´1
1 : DÑ D

satisface que
gpzq “ znhpzq,

donde h es analítica en D, hp0q ‰ 0 y n ě 1 es un entero. Se puede verificar
que n no depende de la elección de las cartas locales. Decimos que n es la
multiplicidad de f en p y la denotaremos por el símbolo multppfq.

Cuando tenemos una función holomorfa f : S Ñ pC no-constante, se
usa el término función meromorfa.

D

β
o z

α

−1
f o

αz
z

β

f

p f(p)

0
0

D

z

Figura 2.2. Expresión local de la función f

Ejemplo 12. — Las funciones holomorfas en pC, diferente de la constante
igual a8, son dadas por las funciones racionales. En efecto, si f : pCÑ pC
es una función meromorfa no-constante, entonces debe tener un número fi-
nito de ceros en C, digamos p1, . . . , pr (digamos que pj es cero de multipli-
cidad nj) y debe tener un número finito de polos en C, digamos q1, . . . , qs
(digamos que qj es polo de orden mj). Entonces,

F pzq :“ fpzq
pz ´ q1q

m1 ¨ ¨ ¨ pz ´ qsq
ms

pz ´ p1q
n1 ¨ ¨ ¨ pz ´ prqnr
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es una función holomorfa F : pC Ñ pC sin ceros ni polos en el plano com-
plejo. Luego, F pzq no puede ser sobreyectiva, es decir, debe ser constante.

2.8.2. Función anti-holomorfa. — Diremos que f es una función anti-
holomorfa (función anti-analítica) si en coordenadas locales esta es una
función anti-analítica entre abiertos del plano complejo, es decir, para cada
punto p P X1 existen cartas pUj, zjq P Aj tales que p P U1 y fpU1q Ă U2,
de manera que

J ˝ z2 ˝ f ˝ z
´1
1 : z1pU1q Ă CÑ C

es analítica, donde Jpzq “ z.

2.8.3. Isomorfismos entre superficies de Riemann. — Diremos que las
superficies de Riemann S1 y S2 son isomorfas (biholomórficamente equi-
valentes) si existe un homeomorfismo holomorfo f : S1 Ñ S2 (notar que
la inversa debe ser holomorfa por el teorema de la función inversa). Tal
función f es llamada un biholomorfismo.

Ejemplo 13. — Las superficies de Riemann pC y P1
C son isomorfas. Un

isomorfismos es dado por el siguiente :

f : pCÑ P1
C

fpzq “ rz : 1s, z ‰ 8

fp8q “ r1 : 0s.

El siguiente resultado clasifica las superficies de Riemann simplemente
conexas.

Teorema 2.8.1 (Teorema de Uniformización de Klein-Koebe-Poincaré)
Toda superficie de Riemann simplemente conexa es isomorfa a una de

las siguientes :
pC, C, D “ tz P C : |z| ă 1u.

Como consecuencia de la teoría clásica de espacios de cubrimiento, el
resultado anterior implica el siguiente resultado.
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Teorema 2.8.2. — Toda superficie de Riemann S es isomorfa a una de la
forma rS{Γ con

rS P tpC,C,Du,

Γ ă AutprSq,

donde Γ actúa propiamente discontinuamente y sin puntos fijos en rS (en
particular, Γ – π1pSq).

2.9. Formas meromorfas/holomorfas en superficies de Riemann

Sea S una superficie de Riemann y A “ tpUj, zjqujPI un atlas holomorfo
de ella.

Una 1-forma meromorfa en la superficie de Riemann es la asignación de
una función meromorfa fj : zjpUjq Ñ pC por cada j P J , de manera que si
Uj X Uk ‰ H, entonces vale la igualdad

fj “ fkpzk ˝ z
´1
j q ¨ pzk ˝ z

´1
j q

1.

En el caso que todas las funciones fj son holomorfas, decimos que la
anterios es una 1-forma holomorfa. Denotaremos por el símbolo ΩpSq y
H1,0pSq a los conjuntos de las 1-formas meromorfas y holomorfas, respec-
tivamente.

Se puede verificar que, con la suma usual y amplificación por números
complejos, ΩpSq resulta ser un espacio vectorial complejo y que H1,0pSq

es un subespacio vectorial de este.

Ejemplo 14. — El espacio ΩppCq consiste de las 1-formas racionales, es
decir, de la forma Rpzqdz, donde Rpzq P Cpzq. En efecto, notemos que dz
es una 1-forma meromorfa y que si ω P ΩppCq, entonces ω{dz : pC Ñ pC es
una función holomorfa.

Observación 2.9.1. — Para cada entero positivo k ě 1 se pueden definir
la k-formas meromorfas de S. Estas se definen de identicamente manera al
como lo hemos hecho para k “ 1, pero ahora se piede que si UjXUk ‰ H,
entonces valga la igualdad

fj “ fkpzk ˝ z
´1
j q ¨ ppzk ˝ z

´1
j q

1
q
k.
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En particular, si ω1 y ω2 son una α-forma y una β-forma, entonces su pro-
ducto define una pα ` βq-forma.

2.10. Superficies de Riemann son curvas algebraicas

Hemos visto que curvas algebraicas proyectivas suaves definen super-
ficies de Riemann compactas. El propósito de esta sección es ver el recí-
proco, es decir, verificar que toda superficie de Riemann compacta es iso-
morfa a una definida por curvas algebraicas. Para esto, primero introducire-
mos los conceptos necesarios para escribir el Teorema de Riemann-Roch.
Una vez introducido este teorema, procederemos a probar lo deseado.

En lo que sigue, S denotará una superficie de Riemann compacta.

2.10.1. Cuerpo de funciones meromorfas. — Denotaremos por MpSq

al conjunto de las funciones meromorfas f : S Ñ pC diferentes de la
constante 8. Este conjunto tiene una estructura natural de cuerpo, conte-
niendo a C como subcuerpo (visto como las funciones constantes), en par-
ticular, MpSq es un cuerpo extensión de C. El cuerpo MpSq es llamado
el cuerpo de funciones meromorfas de S. Más adelante veremos que este
cuerpo es una extensión de C de grado de trascendencia 1. Por ejemplo,
como ya habíamos visto, MppCq “ Cpzq.

Observación 2.10.1. — Supongamos que tenemos una función holomorfa
no-constante h : S Ñ pC. Entonces, esta función induce un homomorfismo
entre cuerpos

h˚ : Cpzq ÑMpSq : R ÞÑ R ˝ h.

El núcleo de h˚ es un ideal del cuerpo Cpzq, luego es trivial o Cpzq. Pero,
si Ipzq “ z, tenemos que h˚pIq “ h, por lo cual el núcleo debe ser trivail,
es decir, h˚ es inyectiva. Esto nos dice que, bajo el supesto de la existencia
de h, el cuerpo de funciones meromorfas MpSq contiene como subcuerpo
una copia de Cpzq. En el caso que S sea compacta, más abajo veremos la
existencia de una tal h (de hecho, de la existencia de infinitas). Después,
veremos que esta extensión es algebraica y finita.
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2.10.2. Divisores. — Un divisor de S es un elemento del Z-modulo
DivpSq, generado por las colecciones finitas de puntos de S, es decir, de
la forma

D “
ÿ

j

mjpj,

donde pj P S, mj P Z y sólo para un número finito de índices los enteros
mj pueden ser diferentes de cero. Cuando todos los enteros mj ě 0 de-
cimos que el divisor es efectivo. El grado de D es definido como la suma
(finita) degpDq “

ř

jmj P Z.
Notemos que la función grado

deg : DivpSq Ñ Z : D ÞÑ degpDq

es un homomorfismo sobreyectivo entre Z-módulos. Su núcleo corres-
ponde al subgrupo Div0pSq formado de los divisores de grado cero. En
particular, tenemos un isomorfismo

DivpSq{Div0pSq –deg Z.

Dados divisores D1 “
ř

j ajpj y D2 “
ř

j bjqj , indicamos con el sím-
bolo D1 ě D2 el hecho que aj ě bj , para todo j. Notemos en este caso
que degpD1q ě degpD2q.

Usualmente, escribimosD “
ř

jmjpj como una suma finita al eliminar
aquellos términos con mj “ 0.

2.10.3. Divisores principales y canónicos. — Ahora supondremos que
S es una superficie de Riemann compacta.

2.10.3.1. Divisores principales. — Si f P MpSq, f ‰ 0, entonces (por la
compacidad de S) f debe tener un número finito de ceros (pues f ‰ 0) y
un número finito de polos (pues f ‰ 8). De esta manera, podemos definir
el divisor de f como

pfq “ a1p1 ` ¨ ¨ ¨ ` arpr ´ b1q1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ bsqs,

donde :

(i) p1, ..., pr son los diferentes ceros de f , aj es el orden como cero de
pj ,

(ii) q1, ..., qs son los diferentes polos de f y bj el orden como polo de qj .

Se puede verificar que degpfq “ 0.



2.10. SUPERFICIES DE RIEMANN SON CURVAS ALGEBRAICAS 21

Todo divisor de la forma anterior es llamado un divisor principal. Si de-
notamos por DivprincpSq al subgrupo de los divisores principales, entonces
este es un subgrupo de Div0pSq y por tanto podemos considerar el grupo
abeliano cociente (llamado el grupo jacobiano de S)

Pic0pSq :“ Div0pSq{DivprincpSq.

También podemos mirar el cociente (grupo de Picard)

PicpSq :“ DivpSq{DivprincpSq –deg Zˆ Pic0pSq.

rDs ÞÑ pdegD, rD ´ degpDqpsq

donde p P S ha sido fijado.

2.10.3.2. Divisores canónicos. — Similarmente, si ω P ΩpSq, ω ‰ 0,
entonces (gracias nuevamente a la compacidad de S) le podemos asociar
un divisor

pωq “ a1p1 ` ¨ ¨ ¨ ` arpr ´ b1q1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ bsqs,

donde :

(i) p1, ..., pr son los ceros de ω, aj el orden de cero de pj ,

(ii) q1, ..., qs son los polos de ω y bj el orden como polo de qj .

Todo divisor de la forma anterior es llamado un divisor canónico.

Proposición 2.10.2. — Si ω1, ω2 P ΩpSq son ambas diferentes de cero,
entonces pω1q y pω2q tienen el mismo grado.

Demostración. — Como ω1, ω2 P ΩpSq son ambas diferentes de cero, en-
tonces ω1{ω2 es una función meromorfa de S, diferente de cero. Luego,
como pω1{ω2q “ pω1q ´ pω2q es un divisor principal, y todo divisor prin-
cipal tiene grado cero, obtenemos que pω1q y pω2q tienen el mismo grado.

Observación 2.10.3. — Al igual que para 1-formas, se puede definir el di-
visor de una k-forma meromorfa diferente de cero. En este caso, usando
la misma idea que para 1-formas, se puede verificar que dos k-formas me-
romorfas, diferentes de cero, tienen divisores del mismo grado. Por otro
lado, si ω es una 1-forma meromorfa, diferente de cero, entonces ωk es
una k-forma meromorfa. Luego, podemos observar que el grado de una
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k-forma meromorfa, diferente de cero, es k veces el grado de una 1-forma
meromorfa.

2.10.4. Teorema de Riemann-Roch. — Seguiremos asumiendo que S
es una superficie de Riemann compacta de género g ě 0.

Dado un divisor D P DivpSq, uno puede asociarle dos C-espacios vec-
toriales

LpDq “ tf P MpSqzt0u : pfq `D ě 0u Y t0u,

ΩpDq “ tω P ΩpSqzt0u : pωq ě Du Y t0u.

De la definición anterior, podemos ver las siguientes propiedades.

1. Si D1 ď D2, entonces LpD1q ď LpD2q.

2. Lp0q “ C.

3. Si degpDq ă 0, entonces LpDq “ t0u.

4. Ωp0q “ H1,0pSq.

5. Si denotamos por Hk,0pSq el C-espacio vectorial de las k-formas
holomorfas de S, y consideramos una 1-forma meromorfa ω ‰ 0,
entonces la función lineal

Lpkpωqq Ñ Hk,0
pSq : f ÞÑ fωk

define un isomorfismo entre C-espacios vectoriales.

6. Si ω P ΩpSq, ω ‰ 0, entonces la función

LpDq Ñ Ωppωq ´Dq : f ÞÑ fω

es un isomorfismo entre C-espacios vectoriales.

Teorema 2.10.4 (Riemann-Roch’s theorem [12]). —

dimpLpDqq “ degpDq ` 1´ g ` dimpΩpDqq.

Como ya hemos observado arriba : Ωp0q “ H1,0pSq y Lp0q “ C. Esto,
junto a Teorema de Riemann-Roch, nos entrega la dimensión de H1,0pSq.

Corolario 2.10.5. — Si S es de género g ě 0, entonces

dimpH1,0
pSqq “ g.
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Corolario 2.10.6. — Una consequencia del Teorema de Riemann-Roch es
que si ω P ΩpSq, ω ‰ 0, entonces degpωq “ 2pg ´ 1q. En particular, el
grado de una k-forma meromorfa, diferente de cero, es 2kpg ´ 1q.

Demostración. — Como ya hemos observado, el grado de una k-forma
meromorfa sólo depende de k. Por otro lado, el grado de una k-forma es
k veces el grado de una 1-forma (pues, si ω es una 1-forma, entonces ωk

es una k-forma). Luego, sólo debemos calcular el grado de una 1-forma
meromorfa.

Si g “ 0, podemos ver que la 1-forma dz tiene sólo un polo en 8 de
orden dos y no tiene ceros ; luego su grado es ´2.

Si g ě 1, podemos escoger una 1-forma holomorfa ω ‰ 0 (puesH1,0pSq

tiene dimensión g ě 1). Por el Teorema de Riemann-Roch,

dimpLppωqqq “ degpωq ` 1´ g ` dimpΩppωqqq.

Como tenemos un isomorfismo entre Lppωqq y Ωppωq ´ pωqq “ Ωp0q “

H1,0pSq, entonces lo anterior queda

2g ´ 1 “ degpωq ` dimpΩppωqqq.

De manera similar, tenemos un isomorfismo entre Lp0q y Ωppωq ´ 0q “

Ωppωqq, de donde obtenemos que

2g ´ 1 “ degpωq ` 1.

Arriba hemos calculado la dimensión de H1,0pSq, siendo este igual al
género g de la superficie. Ahora, si k ě 2, queremos ver la dimensión de
Hk,0pSq. Para g “ 0 no tenemos k-formas holomorfas, es decir,Hk,0ppCq “
t0u. Para g “ 1, se puede verificar que todos estos espacios vectoriales
tienen dimensión 1.

Corolario 2.10.7. — Si S es de género g ě 2, entonces para cada entero
k ě 2 se tiene que

dimHk,0
pSq “

"

1, g “ 1,

p2k ´ 1qpg ´ 1q, g ě 2.

Demostración. — Como ya hemos visto, tenemos un isomorfismo entre
los espacios Lpkpωqq y Hk,0pSq, donde ω ‰ 0 es una 1-forma holomorfa.
El Teorema de Riemann-Roch nos dice que

dimLpkpωqq “ 2kpg ´ 1q ´ g ` 1` dimΩpkpωqq.
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Como g ě 2, el grado del divisor kpωq, que es igual a 2kpg ´ 1q, es mayor
estricto que 2pg ´ 1q, por lo cual Ωpkpωqq “ t0u.

Otras consecuencias del Teorema de Riemann-Roch son, por ejemplo,
las siguientes.

1. Si S tiene género g “ 0, entonces paraD “ p, donde p P S, tenemos
dimpLpDqq “ 2. Luego, existe una función meromorfa no constante
de grado uno f : S Ñ pC, es decir, S es isomorfa a pC.

2. Si D ě 0, entonces dimpLpDqq ď 1` degpDq.

3. Si D ě 0, degpDq ě 2g ´ 1, entonces ΩpDq “ t0u, por lo cual,
dimpLpDqq “ degpDq ` 1´ g ě g.

4. SiD “ dp, donde p P S, entonces el punto anterior premite observar
las siguientes :

(a) Si g “ 1 y d “ 2, entonces existe una función f P MpSq no-
constante, la cual es holomorfa fuera de p y tiene a lo más un
polo de orden dos en p. Como tal f no puede tener grado uno (ya
que en tal caso tendríamos un isomorfismo entre S y pC, lo que es
imposible ya que S no es simplemente conexa), tenemos que f
tiene exáctamente un polo de orden dos en p.

(b) Si g ě 2 y d “ 2g´1, entonces existe una función f PMpSq no-
constante, la cual es holomorfa fuera de p y tiene a lo más un polo
de orden 2g ´ 1 en p. Como tal f no puede tener grado uno (ya
que en tal caso tendríamos un isomorfismo entre S y pC, lo que es
imposible ya que S no es simplemente conexa), tenemos que f
tiene un polo de orden al menos dos en p. En otras palabras, para
cada punto p P S existe una función f PMpSq que es holomorfa
fuera de p y tiene un polo en p de orden al menos dos y a los más
2g ´ 1.

Teorema 2.10.8 (Teorema de las lagunas de Weierstrass [12])
Sea S una superficie de Riemann compacta de género g ě 1 y p P S.

Entonces existen precisamente g enteros

1 “ n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ ă ng ă 2g

tal que no existe f PMpSq que es holomorfa fuera de p y tiene un polo de
orden nj en p.
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2.10.5. El cuerpo MpSq tiene grado de trascendencia 1 sobre C. —
Sea S una superficie de Riemann compacta de género g ě 0. Si D es un
divisor efectivo de grado d ě g`1, entonces el Teorema de Riemann-Roch
nos asegura que dimpLpDqq ě 2. En particular, esto prueba la existencia
de una función meromorfa no-constante en S. Habímos visto, tal existencia
nos aseguraba que C ă Cpzq ď MpSq, es decir, MpSq tiene grado de
trascendencia al menos 1 sobre C.

Supongamos que MpSq tuviese grado de trascendencia al menos 2 sobre
C. Esto nos dice que podemos encontrar dos funciones meromorfas no-
constantes de S, digamos f, g P MpSq, las cuales son algebraicamente
independientes sobre C. En particular, cualquier colección finita de pro-
ductos fagb (a, b P t1, 2...u) forman una colección algebraicamente inde-
pendiente sobre C.

Sean p1, ..., pr los polos de f (donde pj tiene orden aj) y sean q1, ..., qs
los polos de g (donde qj tiene orden bj). Ahora consideremos el divisor
efectivo

D “

r
ÿ

j“1

ajpj `
s
ÿ

j“1

bjqj.

Luego, por lo obervado antes, si d “ degpDq, entonces

dimpLpmDqq ď 1` degpmDq “ 1`md.

Si a ` b ď m, entonces fagb P LpmDq. Como los elementos fagb son
algebraicamente independentes sobre C, tenemos que

dimpLpmDqq ě
pm` 1qpm` 2q

2
.

Las dos desigualdades anteriores aseguran que

pm` 1qpm` 2q

2
ď 1`md,

lo cual obliga a tener m ď 2d´ 3. Esto es una contradicción al hecho que
m puede ser escogido de manera arbitrariamente grande.

Todo lo anterior es resumido en el siguiente.

Teorema 2.10.9. — Si S es una superficie de Riemann compacta, en-
tonces su cuerpo de funciones meromorfas MpSq es una extensión de C de
trascendencia egual a 1. En particular, MpSq es una extenión algebraica
de Cpzq.
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Es importante notar que se puede verificar que MpSq es de hecho una
extensión algebraica finita de Cpzq (ver, por ejemplo, [12, IV.11.]).

2.10.6. Superficies de Riemann como curvas algebraicas. —

Teorema 2.10.10. — Sea S una superficie de Riemann compacta. En-
tonces existe una curva proyectiva suave C cuya superficie de Riemann es
isomorfa a S.

Demostración. — Si S no es hiperelíptica de género g ě 3, entonces basta
considerar una base de 1-formas holomorfas de S (el cual tiene cardinali-
dad g) ; digamos w1, ..., wg. Ahora considerar la función holomorfa

H : S Ñ Pg´1
C : p ÞÑ rw1ppq : ¨ ¨ ¨ : wgppqs.

Usando el teorema de Riemann-Roch, se puede verificar que H : S Ñ

C “ HpSq es un isomorfismo sobre la curva proyectiva suave C.

En el caso de curvas hiperelípticas de género g ě 3, se puede proceder
de manera similar usando una base de 2-formas holomorfas. En el caso de
curvas de género g “ 2, se pueden usar 3-formas holomorfas. De todas ma-
neras, en el caso hiperelítico, se pueden construir las curvas hiperelípticas
vistas anteriormente y proyectivizarlas. Pero las curvas obtenidas tienen
puntos singulares, por lo cual hay que hacer una desingularización apro-
piada.

Superficies de Riemann de género g “ 1 se pueden describir por curvas
generalizadas de Fermat de tipo p2, 3q y la superficie de Riemann de género
g “ 0 es isomorfa a P1

C.

El Teorema 2.10.10 nos entrega una equivalencia entre las categorías
de superficies de Riemann compactas y las curvas proyectivas suaves. Si
S es una superficie de Riemann compacta, podemos encontrar una curva
proyectiva suave C que la define como superficie de Riemann. Haciendo
una proyección de C en el plano complejo P2

C, aquí podemos permitir
puntos singulares del tipo nodos, podemos ver que MpSq es isomorfo a
Cpxqrys{xP y, donde P px, yq P Crx, ys es un polinomio irreducible defi-
niendo la curva plana proyectada. Obtenemos también una equivalencia
entre las dos categorías anteriores y la de los cuerpos que son extensiones
trascendentales de grado 1 sobre C.
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Ejemplo 15 (toros). — Sean τ P H, Gτ “ xApzq “ z ` 1, Bτ pzq “ z `

τy – Z2 y la superficie de Riemann de género uno dada por Tτ “ C{Gτ .
Sea Λ “ tn`mτ : n,m P Zu.

La función

℘pz; τq “
1

z2
`

ÿ

ωPΛzt0u

ˆ

1

pz ´ ωq2
´

1

ω2

˙

es localmente uniformemente convergente en C a una función meromorfa
con únicos polos en los puntos de Λ, cada uno de orden 2. Esta función es
llamada la función ℘ de Weierstrass.

Esta función satisface :

℘pz ` ω; τq “ ℘pz; τq, para cada ω P Λ,

℘1pz ` ω; τq “ ℘1pz; τq, para cada ω P Λ,

℘1pz; τq “ ´2
ÿ

ωPΛ

1

pz ´ ωq3
,

p℘1pz; τqq
2
“ 4 p℘pz; τqq3 ´ g2℘pz; τq ´ g3,

donde
g2 “ 60

ÿ

ωPΛzt0u

1

ω2
,

g3 “ 140
ÿ

ωPΛzt0u

1

ω3
.

Lo anterior permite ver un isomorfismo entre Tτzt1 puntou y una curva
algebraica de grado 3 dada por

y2
“ 4x3

´ g2x´ g3.

2.11. Fórmula de Riemann-Hurwitz

Consideremos una función holomorfa no-constante

f : S1 Ñ S2

entre dos superficies de Riemann compactas. Supongamos que Sj tiene
género gj .
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Teorema 2.11.1. — Para cada q P S2 se tiene que la suma
ÿ

pPf´1pqq

multppfq

es independiente de q. Este número recibe el nombre de grado de f ; deno-
tado por el símbolo degpfq.

El resultado anterior es consecuencia de la conectividad de S2 menos los
valores de ramificación de f .

Consideremos ahora una triangulación (suficientemente pequeña) T2 de
S2 de manera que los valores de ramificación de f estén contenidos en los
vértices de tal triangulación. Denotemos por v el número de vértices , por
e el número de ejes y por c el número de caras de T2.

Por la característica de Euler, obtenemos la igualdad

2´ 2g2 “ v ´ e` c.

Podemos levantar por f la triangulación T2 para obtener una triangu-
lación T1 de S1. Se puede ver directamente que esta nueva triangulación
tiene degpfqe ejes y degpfqc caras.

El conteo de vértices de T1 es un poco más complicado debido al hecho
que hay puntos críticos allí. De todas maneras, si un vértice de T2 no es
valor crítico de f , entonces este produce por levantamiento exactamente
degpfq vértices de T1.

Notemos, en todo caso, que

degpfq “
ÿ

pPf´1pqq

multppfq “
ÿ

pPf´1pqq

p1` pmultppfq ´ 1qq “

“ vq `
ÿ

pPf´1pqq

pmultppfq ´ 1q,

donde vq es la cantidad de preimágenes de q por f (es decir, el número de
vértices en T1 sobre q). Luego, el número de vértices que tiene T1 es igual
a

degpfqv ´
ÿ

pPS1

pmultppfq ´ 1q.
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Usando la característica de Euler, ahora en S1 y la triangulación T1, ob-
tenemos que

2´ 2g1 “

˜

degpfqv ´
ÿ

pPS1

pmultppfq ´ 1q

¸

´ degpfqe` degpfqc,

de donde obtenemos la siguiente fórmula.

Teorema 2.11.2 (Fórmula de Riemann-Hurwitz). — Si f : S1 Ñ S2 es
una función holomorfa no-constante entre las superficies de Riemann com-
pactas S1 y S2, donde Sj tiene género gj , entonces

2pg1 ´ 1q ´ 2degpfqpg2 ´ 1q “
ÿ

pPS1

pmultppfq ´ 1q.

Ejemplo 16. — Sea S una superficie compacta de género g ě 1 y sea
f : S Ñ pC una función holomorfa no-constante de grado dos, es decir, para
cada y P pC, el conjunto f´1pyq tiene cardinalidad a lo más dos. Aquellos
valores y donde la cardinalidad es exáctamente uno, son los valores de ra-
mificación de f (es decir, la imagen por f de sus puntos crítico). Como f es
no-constante, la cantidad de puntos críticos (y luego el número de valores
de ramificación) es finito. Si N es el número de los valores de ramificación
de f , entonces la parte derecha de fómular de Riemann-Hurwitz es exáct-
menteN , luego, tal fórmula nos dice queN “ 2pg´1q´4p0´1q “ 2g`2.

Ejemplo 17 (Curvas generalizadas de Fermat). — Consideremos la
superficie de Riemann compacta definida por la curva generalizada de
Fermat de tipo pk,mq siguiente :

C
pkq
λ1,¨¨¨ ,λm´2

:“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

xk1 ` x
k
2 ` x

k
3 “ 0

λ1x
k
1 ` x

k
2 ` x

k
4 “ 0

...
λm´2x

k
1 ` x

k
2 ` x

k
m`1 “ 0

,

/

/

/

.

/

/

/

-

Ă Pm.

y la función meromorfa no-constante

π : C
pkq
λ1,¨¨¨ ,λm´2

Ñ pC

πprx1 : ¨ ¨ ¨ : xm`1sq “ ´

ˆ

x2

x1

˙k

.
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Esta función tiene grado kn y sus valores críticos son dado por los puntos

8, 0, 1, λ1, ..., λm´2.

Además, cada preimágen de cada uno de esos valores es un punto crítico
con multiplicidad igual a k.

Por la fórmula de Riemann-Hurwitz, obtenemos en este caso que

g “
m´ 1

2
km ´

m` 1

2
km´1

` 1.

Por ejemplo, si k “ 2 y m “ 3, obtenemos g “ 23 ´ 23 ` 1 “ 1.

Si m “ 2, entonces estamos en presencia de una curva de Fermat de
grado k y su género es g “ pk ´ 1qpk ´ 2q{2.

2.12. Automorfimos de superficies de Riemann

2.12.1. Automorfimos holomorfos. — Un biholomorfismo f : S Ñ S,
donde S es una superficie de Riemann, es llamado un automorfismo holo-
morfo de S. La colección de todos los automorfismos de la superficie de
Riemann S es un grupo bajo la composición y es denotado por Aut`pSq.

2.12.2. Automorfimos anti-holomorfos. — Un homeomorfimo f : S Ñ

S, donde S es una superficie de Riemann, es llamado un automorfismo
anti-holomorfo de S si f es anti-holomorfa (su inversa es automáticamente
anti-holomorfa). La colección de todos los automorfismos (holomorfos y
anti-holomorfos) de la superficie de Riemann S es un grupo bajo la com-
posición y es denotado por AutpSq. En este caso, Aut`pSq es un subgrupo
de índice 1 o 2.

Ejemplo 18. — Aut`ppCq – PGL2pCq. La matriz

A “

„

a b

c d



P PGL2pCq

actúa como la transformación de Möbius

TApzq “
az ` b

cz ` d
.
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Los automorfimos anti-holomorfos de pC son de la forma

LApzq “
az ` b

cz ` d
.

Ejemplo 19. —

Aut`pCq “ tApzq “ az ` b; a, b P C, a ‰ 0u

AutpCq “ xAut`pCq, Jpzq “ zy

Ejemplo 20. — Aut`pHq – PSL2pRq. La matriz

A “

„

a b

c d



P PSL2pRq

actúa como la transformación de Möbius

TApzq “
az ` b

cz ` d
.

AutpHq “ xAut`pHq, Epzq “ ´zy

Ejemplo 21. — Consideremos la curva de Fermat de grado k ě 3

Fk :“ trx : y : zs P P2
C : xk ` yk ` zk “ 0u.

Aut`pFkq “ xa1, a2y ¸ xb1, b2y – Z2
k ¸S3,

donde
a1rx : y : zs “ re2πi{kx : y : zs,

a2rx : y : zs “ rx : e2πi{ky : zs,

b1rx : y : zs “ ry : x : zs,

b2rx : y : zs “ rz : x : ys.

AutpFkq “ xAut`pFkq, Jprx : y : zs “ rx : y : zsy – Aut`pFkq ˆ Z2.
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Ejemplo 22. — Consideremos la superficie de Riemann compacta defi-
nida por la curva generalizada de Fermat de tipo pk,mq siguiente :

C
pkq
λ1,¨¨¨ ,λm´2

:“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

xk1 ` x
k
2 ` x

k
3 “ 0

λ1x
k
1 ` x

k
2 ` x

k
4 “ 0

...
λm´2x

k
1 ` x

k
2 ` x

k
m`1 “ 0

,

/

/

/

.

/

/

/

-

Ă Pm.

Como ya hemos oberservado en el Ejemplo 17, las funciones a1, ..., am P

PGLm`1pCq, donde aj es multiplicación en la coordenada xj por e2πi{k,
entonces H “ xa1, ..., amy – Zmk es un grupo de automorfismos holomor-
fos de Cpkqλ1,¨¨¨ ,λm´2

y

π : C
pkq
λ1,¨¨¨ ,λm´2

Ñ pC : rx1 : ¨ ¨ ¨ : xm`1s ÞÑ ´

ˆ

x2

x1

˙k

resulta ser un cubriente ramificado regular con grupo cobertor H .

1. Si m “ 2, entonces estamos en presencia de la curva clásica de
Fermat Fk. Ya hemos visto en el Ejemplo 21 que debe haber un grupo
de automorfismos extra isomorfo a S3 de manera que el grupo total
de automorfismos holomorfos de la curva Fk es H ¸S3.

2. Si m “ 3, entonces podemos construir un subgrupo de automorfis-
mos A ă AutpC

pkq
λ1
q tal que H � A y A{H – Z2

2. En la situación
genérica, no hay mas automorfismos holomorfos.

3. Si m ě 4, entonces genéricamente AutpC
pkq
λ1,¨¨¨ ,λm´2

q “ H .

Ejemplo 23. — Sean τ P H, Gτ “ xApzq “ z ` 1, Bτ pzq “ z ` τy – Z2

y la superficie de Riemann de género uno dada por Tτ “ C{Gτ .

1. Las translaciones T pzq “ z ` r, donde r P C, inducen automorfis-
mos holomorfos del toro Tτ que no tienen puntos fijos. Todos estos
automorfismos definen un grupo isomorfo a S1 ˆ S1.

2. La transformación Epzq “ ´z también induce un automorfismo ho-
lomorfo de orden 2 sobre Tτ , actuando con 4 puntos fijos.

3. Cuando τ P ti, p1´ i
?

3q{2u, entonces Tτ tiene más automorfismos.
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2.12.3. Teorema de Hurwitz. —

Teorema 2.12.1. — Si S es una superficie de Riemann de género g ě 2,
entonces AutpSq es un grupo finito. De hecho,

|Aut`pSq| ď 84pg ´ 1q.

Existen infinitos valores de g ě 2 para los cuales existe una superficie de
Riemann de género g con Aut`pSq de orden 84pg´1q (estas superficies de
Riemann son llamadas curvas de Hurwitz). El primer género donde existe
una curva de Hurwitz es g “ 3 y esta es única módulo isomorfismos ; dada
por la curva de Klein tx3y ` y3z ` z3x “ 0u Ă P2

C. El siguiente género
admitiendo curvas de Hurwitz es g “ 7 (curva de Fricke-Macbeath). Tam-
bién se sabe que existen infinitos valores de g para los cuales no hay curvas
de Hurwitz.





CAPÍTULO 3

EL TEOREMA DEL DESCENSO DE WEIL

3.1. Cuerpos de definición de superficies de Riemann

Sea S una superficie de Riemann compacta. Un subcuerpo K de C es lla-
mado un cuerpo de definición de S si existe una curva algebraica proyec-
tiva suave C, definida por polinomios homogéneos con coeficientes en K,
que es isomorfa a S como superficie de Riemann. También decimos que S
es definible sobre K

3.2. Cuerpos de móduli de superficies de Riemann

Consideremos una superficie de Riemann compacta S y sea C una
curva algebraica proyectiva suave, definida por los polinomios homo-
géneos P1,..., Pr, la cual define una superficie de Riemann isomorfa a
S.

Sea AutpC{Qq, el grupo de los automorfismos de cuerpo de C.

Para σ P AutpC{Qq y j “ 1, ..., r, definimos el polinomio P σ
j como

aquel obtenido a partir de Pj al reemplazar cada uno de sus coeficientes
por su imagen por σ. La curva algebraica Cσ, definida por estos nuevos
polinomios homogéneos P σ

1 ,..., P σ
r , sigue siendo suave y define una super-

ficie de Riemann compacta homeomorfa a S (pero podría no ser isomorfa).

Si consideremos el grupo

GC “ tσ P AutpC{Qq : Cσ
– Cu,

entoces el cuerpo fijo MpSq de GC es llamado el cuerpo de móduli de S.
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Observemos en lo anterior que si C – pC, entonces GC “ G
pC . Luego, la

definición anterior no depende de la elección de C que represente a S. De
esta manera, el cuerpo de móduli de S queda bien definido.

Teorema 3.2.1 (Koizumi). — Sea S una superficie de Riemann com-
pacta. Entonces :

1. S es definible sobre una extensión finita de MpSq.

2. MpSq es igual a la intersección de todos los cuerpos de definición
de S.

3.2.1. Género cero. — Por el teorema de uniformización, toda superfi-
cie de Riemann de género cero es isomorfa a P1

C ; en particular, ellas son
definidas sobre su cuerpo de móduli el cual es Q.

3.2.2. Género uno. — Toda superficie de Riemann de género uno puede
ser descrita por una curva elíptica

Eλ “ ty
2z “ xpx´ zqpx´ λzqu Ă P2

C, pλ P Czt0, 1uq.

El cuerpo de móduli de Eλ es Qpjpλqq, donde j es la j-función modular
de Klein

jpλq “
4pλ2 ´ λ` 1q3

27λ2pλ´ 1q2
.

Se sabe que Eλ (so Cp2qλ ) es definible sobre Qpjpλqq ; de manera más
concreta, Eλ – C

p2q
λ es isomorfa a

1. (si jpλq R t0, 1728u)

x2
1x2 ` x0x1x2 ´ x

3
0 `

36

jpλq ´ 1728
x0x

2
2 `

1

jpλq ´ 1728
x3

2 “ 0,

2. (si jpλq “ 0)
x2

1x2 ` x1x
2
2 ´ x

3
0 “ 0,

3. (si jpλq “ 1728)

x2
1x2 ´ x

3
0 ´ x0x

2
2 “ 0.

Se puede verificar que toda superficie de Riemann de género uno puede
ser descrita por una curva de Fermat generalizada de tipo p2, 3q. De hecho,
Eλ es isomorfa a la curva

C
p2q
λ :“

"

xk1 ` x
k
2 ` x

k
3 “ 0

λxk1 ` x
k
2 ` x

k
4 “ 0

*

Ă P3
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3.2.3. Género al menos dos. — Ahora, si la superficie de Riemann
tiene género g ě 2, entonces el cuerpo de móduli no es necesariamente
un cuerpo de definición. Ejemplos de esta situación fueron provistos por
Earle [10], Shimura [37] y Huggins [20, 21] para el caso de superfi-
cies de Riemann hiperelípticas. Para el caso de superficies de Riemann
no-hiperelípticas, tales ejemplos fueron provistos por Hidalgo [18] y
Kontogeorgis [29].

3.3. El teorema del descenso de Weil

El siguiente teorema, llamado el teorema del descenso de Galois de
Weil, nos entrega condiciones suficientes para que una curva definida sobre
una extensión de Galois finita de un cuerpo dado se pueda definir sobre este
último.

Teorema 3.3.1 (Teorema del descenso de Galois de Weil [41])
Sea C una curva algebraica compleja proyectiva suave, definida sobre

un subcuerpo F de C. Sea K un subcuerpo de F de manera que la extensión
F{K sea de grado finito y Galois.

Supongamos que para cada σ P Γ “ AutpF{Kq existe un isomorfismo
fσ : C Ñ Cσ, definido sobre F, satisfaciendo, para cada par σ, τ P Γ, la
condición de compatibilidad fτσ “ f τσ ˝ fτ .

Entonces existe una curva algebraica proyectiva suaveE, definida sobre
K, y existe un isomorfismo Q : C Ñ E, definido dobre F, de manera que,
para cada σ P Γ, se satisface que Qσ ˝ fσ “ Q.

En el supuesto que el género de la curva sea al menos dos (luego su
grupo de automorfismos es finito), tenemos la siguiente consecuencia del
Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.2 (teorema del descenso de Weil). — Sea C una curva al-
gebraica compleja proyectiva suave de género g ě 2 y sea K un subcuerpo
de C.

Supongamos que para cada σ P Γ “ AutpC{Kq existe un biholomor-
fismo fσ : C Ñ Cσ satisfaciendo, para cada par σ, τ P Γ, la condición de
compatibilidad fτσ “ f τσ ˝ fτ .
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Entonces existe una curva algebraica proyectiva suaveE, definida sobre
K, y existe un biholomorfismo Q : C Ñ E de manera que, para cada
σ P Γ, se satisface que Qσ ˝ fσ “ Q.

Demostración. — la idea es ver que podemos usar el Teorema 3.3.1 en
esta situación.

Sabemos que el cuerpo de móduli de C está contenido en K. También
sabemos que C puede definirse sobre una extensión finita de su cuerpo de
móduli [28]. De esta manera, podemos suponer que C está definida sobre
una extensión finita de Galois L de K.

Sea L la clausura algebraica de L en C (que resulta también en ser clau-
sura algebraica de K). Como cada σ P Γ actúa como la identidad en K, este
define un automorfismo de K “ L. Luego, de la teoría clásica de Galois,
tenemos que σ actúa como un automorfismo de L.

Si τ P AutpC{Lq, entonces Cτ “ C y, en particular, τ P Γ and fτ P
AutpCq. Además, para cada σ P Γ vale que f τσ : C Ñ Cτσ “ Cσ. Como
fσ ˝ f

τ
σ P AutpCq, y este grupo es finito (ya que C tiene género al menos

dos), podemos concluir que necesariamente fσ está definido sobre L (toda
extensión finita de un cuerpo algebraicamente cerrado es trivial).

Consideremos la función

Θ : AutpC{Lq Ñ AutpCq

σ ÞÑ f´1
σ .

Ya que, para cada σ P Γ el isomorfismo fσ está definido sobre L, la
condición fητ “ f ητ ˝fη nos asegura que Θ es un homomorfismo de grupos.

Como AutpCq es finito, el núcleo de Θ es un subgrupo de índice finito
de AutpC{Lq. De esta manera, su cuerpo fijo N es una extensión finita de
L. Como este último cuerpo es algebraicamente cerrado, debemos tener
N “ L. Luego, el núcleo de Θ es todo AutpC{Lq. Todo esto nos permite
asegurar que si τ, σ P Γ tienen la misma restricción a L, entonces fτ “ fσ.

Ya que L es una extensión finita de Galois de K, vemos que sólo hay
un número finito de curvas de la forma Cτ , donde τ P AutpC{Kq. En
particular, solo un número finitas de ellas isomorfas aC. Esto último (junto
con el hecho que AutpCq es finito) nos asegura que sólo hay un número
finito de isomorfismos fσ, para σ P Γ. Luego, podemos agrandar L a una
extension finita de Galois de K si es necesario para asumir que C y todos
los isomorfismos fσ están definidos sobre L y que además fσ ‰ fτ si
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σ, τ P AutpL{Kq son diferentes. Ahora, podemos usar el Teorema 3.3.1
par obtener nuestra afirmación.

3.3.1. Caso genérico. — Genéricamente, toda superficie de Riemann
compacta de género g ě 3 no tiene automorfismos holomorfos (salvo
la identidad). En tal caso, el teorema del descenso de Weil nos permite
concluir que ella se puede definir sobre su cuerpo de móduli.

Por otro lado, Wolfart [42] ha verificado que si S{Aut`pSq es de género
cero y tiene tres valores cónicos (se dice que S es casiplatónica), entonces
S se puede definir sobre su cuerpo de móduli. De hecho, esto es algo más
general, si S{Aut`pSq es de género cero y tiene una cantidad impar de
valores cónicos, entonces S se puede definir sobre su cuerpo de móduli
(resultados de Dèbes-Emsalem [9]).

De esta manera, vemos que aquellas superficies de Riemann que no se
pueden definir sobre su cuerpo de móduli son bastante raras de encontrar.

3.3.2. Caso hiperelíptico. — En el caso que S sea una superficie de
Riemann hiperelítica, se sabe lo siguiente. Sea ι : S Ñ S la involución
hiperelíptica (la cual es única). Como ι pertenece al centro de Aut`pSq,
entonces podemos mirar el grupo cociente Aut`redpSq “ Aut`pSq{xιy, lla-
mado el grupo reducido de automorfismos de S.

1. Si g “ 2 y Aut`redpSq no es trivial, entonces S se puede definir sobre
su cuerpo de móduli (Quer-Cardona [3]).

2. Existen superficies de Riemann de género g “ 2 con Aut`redpSq tri-
vial, que no se pueden definir sobre su cuerpo de móduli (Earle [10],
Shimura [37]).

3. Si g ě 3 es impar y Aut`redpSq es trivial, entonces S se puede definir
sobre su cuerpo de móduli (Lercier-Rithenzhler [31]).

4. Si g ě 3 y Aut`redpSq no es trivial ni cíclico, entonces S se puede
definir sobre su cuerpo de móduli (Huggins [20, 21]).

5. Existen superficies de Riemann hiperelípticas de género g ě 3 y
Aut`redpSq cíclico no-trivial que no se pueden definir sobre su cuerpo
de móduli (Huggins [20, 21]).

Se conjetura (esto lo aprendí de J. Wolfart) que toda superficie de Rie-
mann compacta se puede definir sobre un cuerpo que es extensión de grado
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a lo más 2 de su cuerpo de móduli. He logrado ver que esta propiedad vale
en muchos casos.

Teorema 3.3.3. — Si S una superficie de Riemann tal que S{Aut`pSq es
(i) de género a lo más 2 o bién (ii) una superficie hiperelítica, entonces S
se puede definir sobre una extensión de grado dos de su cuerpo de móduli.
En particular, esto vale vale para superficies de Riemann de género g ď 4,
superficies de Riemann hiperelípticas y superficies de Riemann de Fermat
generalizadas.

En los ejemplos conocidos, de superficies de Riemann compactas que
no se pueden definir sobre su cuerpo de móduli, se tiene que este cuerpo
de móduli es un subcuerpo de R, pero que R no es un cuerpo de definición
(volveremos a esta situación en el próximo capítulo). En particular, en tales
ejemplos conocidos, la superficie se define sobre una extensión de grado 2

no-real.

No conozco en la literatura un ejemplo de una superficie de Riemann
que tenga cuerpo de móduli Q, que este no sea cuerpo de definición, y que
se pueda definir sobre Qp

?
2q. Al parecer, junto a S. Quispe hemos logrado

construir ejemplos explícitos de superficies de Riemann (tanto hiperelípti-
cas como no-hiperelípticas) que están definidas sobre Qp

?
2q, cuyo cuerpo

de móduli es Q, pero que no se pueden definir sobre Q.
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SUPERFICIES DE RIEMANN REALES

4.1. Superficies de Riemann reales

Hemos ya visto que una superficie de Riemann compacta S puede ser
descrita por una curva algebraica proyectiva suave C Ă PnC. La curva C
es definida por una colección finita de polinomios homogéneos con coe-
ficientes en C. La curva C no es única y es posible encontrar otras tales
curvas definiendo S.

Diremos que S es una superficie de Riemann real (superficie de Rie-
mann simétrica) si es posible encontrar una curva C de manera que los
polinomios que la definen tengan coeficientes en R.

4.2. Condición necesaria y suficiente para ser superficie de Riemann
real

4.2.1. Una condición necesaria. — Supongamos que la superficie de
Riemann compacta S es real, es decir, existe una curva algebraica proyec-
tiva suave C Ă PnC, definida como los ceros comunes de los polinomios
homogéneos

P1, ..., Pn´1 P Rrz0 : ¨ ¨ ¨ : zns.

Consideremos la conjugación

J : PnC Ñ PnC
rz0 : ¨ ¨ ¨ : zns ÞÑ rz0 : ¨ ¨ ¨ : zns.

Esta función J deja invariante C y define (por restricción a ella) un auto-
morfismo anti-holomorfo de orden 2. Es decir, S admite un automorfismo
anti-holomorfo de orden 2 (llamada una simetría de S). Hemos concluido
la siguiente condición necesaria.



42 CAPÍTULO 4. SUPERFICIES DE RIEMANN REALES

Proposición 4.2.1. — Toda superficie de Riemann real admite una sime-
tría.

4.2.2. La condición necesaria anterior es suficiente. — Supongamos
ahora que tenemos una superficie de Riemann compacta S que admite una
simetría, es decir, un automorfismos anti-holomorfo de orden 2, digamos
τ : S Ñ S.

En el caso no-hiperelíptico, se puede encontrar una base de diferenciales
holomorfas de S, digamos ω1,..., ωg, que es invariante bajo la acción de τ
(en el sentido que al hacer un pull-back de cualquiera de ellas obtenemos
la conjugada de alguna de ellas). Al considerar la incrustación holomorfa

φ : S Ñ φpSq “ C Ă Pg´1
C

p ÞÑ rω1ppq : ¨ ¨ ¨ : ωgppqs

la simetría τ define una simetría de C, la cual se puede asumir tener la
forma

R : C Ñ C

rz0 : ¨ ¨ ¨ : zns ÞÑ rR0pz0, ..., znq : ¨ ¨ ¨ : Rnpz0, ..., znqs

donde R0, ..., Rn P Crz0, ..., zns son polinomios homogéneos del mismo
grado.

En el caso que S es hiperelíptica, la situación anterior también funciona
usando diferenciales holomorfas de mayor orden.

Supongamos que la curva algebraica proyectiva suave C Ă PnC, está
definida como los ceros comunes de los polinomios homogéneos

P1, ..., Pn´1 P Crz0 : ¨ ¨ ¨ : zns,

que define a S (es decir, como superficies de Riemann son isomorfas).

Sea C Ă PnC la curva definida por los polinomios

P 1, ..., P n´1 P Crz0 : ¨ ¨ ¨ : zns,

donde P j se obtiene del polinomio Pj al reemplazar sus coeficientes por
sus conjugados complejos. Se puede verificar que C es suave, luego define
una nueva superficie de Riemann compacta, digamos S.

La conjugación J antes definida satisface que JpCq “ C y, además,

J : C Ñ C
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resulta un isomorfismo anti-holomorfo entre superficies de Riemann.
Luego,

F :“ J ˝R : C Ñ C

resulta ser un isomorfismo holomorfo.

F “ J ˝ F ˝ J “ R ˝ J es la función obtenida de F al reemplazar cada
uno de sus coeficientes por su complejo conjugado.

Notemos que
F : C Ñ C

es un isomorfismo holomorfo y que

F ˝ F “ I.

El Teorema del descenso de Weil asegura que existe una curva alge-
braica proyectiva suave D Ă PmC , definida por polinomios homogéneos
con coeficientes reales, que es isomorfa a C.

En resumen :

Teorema 4.2.2. — Sea S una superficie de Riemann compacta. Entonces
las siguientes propiedades son equivalentes.

1. S es simétrica.

2. S es una superficie de Riemann real.

4.3. Ejemplos

Ejemplo 24. — La esfera de Riemann pC admite muchas simetrías ; por
ejemplo, T pzq “ z (la cual tiene puntos fijos) y Lpzq “ ´1{z (la cual no
tiene puntos fijos). Como esta superficie es isomorfa a P1

C, vemos que es
real.

Ejemplo 25. — Sea τ P H, y consideremos el toro Sτ “ C{Gτ , donde
Gτ está generado por las translaciones Apzq “ z ` 1 y Bτ pzq “ z ` τ . Si
se tiene que |τ | “ 1 o bien Repτq P t0, 1{2u, entonces se puede verificar
que Sτ es simétrica. De manera más general, Sτ es simétrica si y sólo si τ
se puede llevar por PSL2pZq ă Aut`pHq a un τ como arriba.
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Ejemplo 26. — La curva de Fermat de grado k,

Fk :“
 

xk ` yk ` zk “ 0
(

Ă P2
C

es simétrica. Una simetría es dada por la restricción de la conjugación

J : P2
C Ñ P2

C

rx : y : zs ÞÑ rx : y : zs

Ejemplo 27. — La curva generalizada de Fermat de tipo pk, 3q

C
pkq
λ :“

"

xk1 ` x
k
2 ` x

k
3 “ 0

λxk1 ` x
k
2 ` x

k
4 “ 0

*

Ă P3
C

donde λ P C´ t0, 1u es simétrica si y sólo si

jpλq “
pλ2 ´ λ` 1q3

λ2pλ´ 1q2
P R.

Ejemplos de tales valores de λ son :

1. λ P Rzt0, 1u.

2. |λ| “ 1, λ ‰ 1.

3. λ “
1` ai

2
, a P R.
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CURVAS DE BELYI

5.1. Curvas de Belyi, funciones de Belyi y pares de Belyi

Una superficie de Riemann compacta S es llamada una curva de Belyi
si existe una función meromorfa no-constante

β : S Ñ pC

cuyos valores de ramificación están contenidos en t8, 0, 1u.

La función β anterior es llamada una función de Belyi y el par pS, βq es
llamado un par de Belyi. El género de S es también llamado el género del
par de Belyi pS, βq.

Ejemplo 28 (Esfera de Riemann). — La esfera de Riemann pC es una
curva de Belyi. Por ejemplo, βpzq “ z es una función de Belyi (la cual
no tiene valores de ramificación).

Otras funciones de Belyi para pC, son por ejemplo,

1. βpzq “ zn, donde n P t2, 3, ...u. En estos casos, los únicos valores
de ramificación son 0 y8.

2. βpzq “ 4zp1 ´ zq. Esta función de Belyi tiene como valores de
ramificación a 1 y8.

3. Los siguientes ejemplos provienen de los polinomios de Tchebyshev
Tnpzq, n “ 1, 2, ..., definidos como

T1pzq “ z

T2pzq “ 2z2
´ 1

Tn`1pzq “ 2zTnpzq ´ Tn´1pzq, n ě 2.
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El polinomio de Tchebyshev Tn tiene grado n y satisface las si-
guientes propiedades :

Tnpcospθqq “ cospnθq

Tn : r´1, 1s Ñ r´1, 1s

Tn tiene sus ceros (todos simples) en los puntos

cos

ˆ

p2k ´ 1qπ

2n

˙

, k “ 1, .., n,

entre dos ceros consecutivos de Tn hay un cero doble de Tn´ 1 o un
cero doble de Tn ` 1, y

Tnp´1q, Tnp1q P t´1, 1u.

Vemos que T1 y T2 son funciones de Belyi, pero Tn no lo es para
n ‰ 3. De todas maneras, βnpzq “ T 2

npzq sí resulta ser una función
de Belyi.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Figura 5.1. Gráficas de T3pzq “ 4z3 ´ 3z y T4pzq “ 8z4 ´

8z2 ` 1

Ejemplo 29 (Curvas de Fermat). — La curva de Fermat

Fk :“ txk ` yk ` zk “ 0u Ă P2
C

es una curva de Belyi. Una función de Belyi es dada, por ejemplo,

βprx : y : zsq “ ´
´y

x

¯k

la cual tiene como valores de ramificación a 8, 0 y 1 (cada uno de orden
k).

Ejemplo 30. — Sea H ă PSL2pCq un grupo no-trivial finito de transfor-
maciones de Möbius. Sea sabe que debemos tener alguna de las siguientes
posibilidades :
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1. H – Zn (grupo cíclico de orden n) ; en cuyo caso Opn,nq “ pC{H es
la esfera de Riemann con dos puntos cónicos de orden n.

2. H – Dn (grupo dihedral de orden 2n) ; en cuyo caso Op2,2,nq “ pC{H
es la esfera de Riemann con tres puntos cónicos de ordenes 2, 2 y n.

3. H – A4 (grupo alternante de orden 12) ; en cuyo caso Op2,3,3q “
pC{H es la esfera de Riemann con tres puntos cónicos de ordenes 2,
3 y 3.

4. H – A5 (grupo alternante de orden 60) ; en cuyo caso Op2,3,5q “
pC{H es la esfera de Riemann con tres puntos cónicos de ordenes 2,
3 y 5.

5. H – S4 (grupo simétrico de orden 24) ; en cuyo caso Op2,3,4q “
pC{H es la esfera de Riemann con tres puntos cónicos de ordenes 2,
3 y 4.

En cada uno de los casos posible, podemos encontrar una función racio-
nal βH : pCÑ pC de grado |H| tal que βHphpzqq “ βHpzq, para cada z P pC
y cada h P H , de manera que sus valores de ramificación estén contenidos
en el conjunto t8, 0, 1u (luego una función de Belyi para pC).

Ahora, supongamos que tenemos una superficie de Riemann S y una
función meromorfa no-constante f : S Ñ pC, de manera que sus valores
de ramificación estén contenidos en el conjunto de los puntos fijos de los
elementos no-triviales de H . Entonces, β “ βH ˝ f resulta ser una función
de Belyi de S, en particular, que S es una curva de Belyi.

Ejemplo 31 (Un caso particular del ejemplo anterior)
Consideremos la superficie de Riemann (de género 1) asociada a la curva

generalizada de Fermat

C
p2q
´1 :“

"

x2
1 ` x

2
2 ` x

2
3 “ 0

´x2
1 ` x

2
2 ` x

2
4 “ 0

*

Ă P3
C.

Tenemos la función meromorfa

f : C
p2q
´1 Ñ

pC

fprx1 : x2 : x3 : x4sq “ ´

ˆ

x2

x1

˙2

.
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Los valores de ramificación de F son dados por8, 0, 1 y ´1.

En este ejemplo tomamos H “ xhpzq “ ´zy – Z2 y βHpzq “ z2.
Entonces,

βprx1 : x2 : x3 : x4sq “ βH ˝ fprx1 : x2 : x3 : x4sq “

ˆ

x2

x1

˙4

es una función de Belyi para Cp2q´1 .

5.2. Teorema de Belyi

Como consecuencia del teorema del descenso de Weil, se puede obtener
una caracterización algebraica de las curvas de Belyi.

Teorema 5.2.1 (Teorema de Belyi, 1980). — Sea S una superficie de
Riemann compacta. Entonces las siguientes son equivalentes.

1. S es una curva de Belyi.

2. S es definible sobre Q.

La implicancia (1) hacia (2) es consecuencia del teorema del descenso
de Weil. Para ver la otra dirección, Belyi construye de manera explícita una
función de Belyi.

5.3. Equivalencia de pares de Belyi

Una consecuencia directa del teorema de Belyi es el siguiente. Si pS, βq
es un par de Belyi, entonces podemos encontrar un par de Belyi pC, βCq,
donde C es una curva algebraica proyectiva suave definida sobre Q (y βC
es una función racional tambien definida sobre Q) y un biholomorfismo
f : S Ñ C tal que βC ˝ f “ β.

Diremos que dos pares de Belyi, pS1, β1q y pS2, β2q, son isomorfos (de-
notado esto con el símbolo pS1, β1q – pS2, β2q) si existe un biholomor-
fismo f : S1 Ñ S2 tal que β2 ˝ f “ β1.
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5.4. Automorfismos de pares de Belyi

Consideremos un par de Belyi pS, βq.

Un automorfismo holomorfo de pS, βq es un automorfismo holomorfo
f : S Ñ S tal que β “ β ˝ f .

Un automorfimos anti-holomorfo de pS, βq es un automorfismo anti-
holomorfo h : S Ñ S tal que β ˝ h “ J ˝ β, donde Jpzq “ z.

Denotaremos por AutpS, βq al grupo de todos los automorfimos (holo-
morfos y anti-holomorfos) del par de Belyi pS, βq y por Aut`pS, βq a su
subgrupo de los automorfismos holomorfos.

Ejemplo 32. — Sea S “ pC y βpzq “ z3. Entonces pS, βq es un par de
Belyi. Podemos ver que

fpzq “ e2πi{3z P Aut`pS, βq

hpzq “ z P AutpS, βqzAut`pS, βq.

De hecho, se puede verificar que

Z3 – xfy “ Aut`pS, βq

S3 – xf, hy “ AutpS, βq.

5.5. Par de Belyi regular

Un par de Belyi pS, βq es llamado regular si el grado de β coincide con
el orden de Aut`pS, βq ; en otras palabras, la función β es un cubriente
ramificado regular dado por la acción del grupo Aut`pS, βq.

Del ejemplo anterior, podemos ver que ppC, βpzq “ z3q es un par de
Belyi regular. Otros ejemplos de tal tipo son los dados anteriormente en el
Ejemplo 30 usando H ă PSL2pCq finito y βH .

5.6. Pares de Belyi reales

Diremos que un par de Belyi pS, βq es real si existe una simetría de S,
digamos R : S Ñ S, de manera que β ˝R “ J ˝ β, donce Jpzq “ z.

Luego, por lo visto anteriormente, S es definible sobre R. Por otro lado,
por el teorema de Belyi, S también es definible sobre Q.
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Un resultado debido a Köck-Singerman [26] y Koeck-Lau [27], asegura
que es posible definir S sobre RXQ.

5.7. Acción del grupo absoluto de Galois sobre pares de Belyi

Consideremos un par de Belyi pS, βq. Sabemos, por el teorema de Belyi,
que pS, βq es isomorfa un par de Belyi pC, βCq, donde C es una curva
algebraica proyectiva suave y βC es una función racional, ambas definidas
sobre Q.

Supongamos que C está definida por los polinomios homogéneos
P1, ..., Pr, con coeficientes en Q, y que βC “ P {Q, donde P y Q son
polinomios homogéneos del mismo grado, también definidos sobre Q.

Si σ P GalpQ{Qq, entonces podemos considerar los nuevos polinomios
homogéneos, P σ

1 ,..., P σ
r , P σ y Qσ. Sea Cσ la curva algebraica proyectiva

suave definida por P σ
1 ,..., P σ

r y sea βσ “ P σ{Qσ. Entonces, pCσ, βσCq es
otro par de Belyi, del mismo género que pC, βq, pero que podrían no ser
isomorfos.

El cuerpo fijo del grupo GpC,βq “ tσ P GalpQ{Qq : pCσ, βσq – pC, βqu

es llamado el cuerpo de móduli del par de Belyi pC, βq. Esta definición no
depende de la elección de pC, βq y luego esto permite definir, sin ambigüe-
dad, el cuerpo de móduli del par de Belyi pS, βq.

El proceso anterior permite definir de manera natural una acción del
grupo absoluto de Galois GalpQ{Qq sobre el espacio de clases de equiva-
lencia de isomorfía de pares de Belyi de un género dado.

Ejemplo 33 (Curva de Fermat). — Consideremos el par de Belyi
pFk, βq, donde

Fk :“ txk ` yk ` zk “ 0u Ă P2
C

βprx : y : zsq “ ´
´y

x

¯k

.

En este caso, como Fk y β están definidas sobre Q, tenemos que, la clase
del par de Belyi pFk, βq es un punto fijo para cada σ P GalpQ{Qq.
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Teorema 5.7.1. — La acción del grupo absoluto de Galois GalpQ{Qq
sobre el espacio de clases de equivalencia de isomorfía de pares de Be-
lyi de un género dado es fiel.

Para el caso de pares de Belyi de género g “ 1, lo anterior fue observado
por Grothendieck. Para g “ 0, esto fue verificado por Schneps [36]. Para
g ě 2, esto fue observado por González-Diez y Girondo (para el caso
hiperelíptico) [15]. En el caso no-hiperelíptico esto es observado en [19].





CAPÍTULO 6

UNIFORMIZACIÓN

6.1. Grupos Kleinianos

Otra manera de construir superficies de Riemann es por medio de gru-
pos Kleinianos, es decir, subgrupos discretos del grupo M – PSL2pCq de
automorfismos holomorfos de la esfera de Riemann pC.

Hay una biyección natural entre M y PSL2pCq dada por

Θ : PSL2pCq ÑM

donde, si

A “

„

a b

c d



P PSL2pCq

entonces
ΘpAqpzq “

az ` b

cz ` d
.

Diremos que un grupo G ă PGL2pCq actúa discontinuamente sobre el
punto z P pC si :

1. el G-estabilizador de z

Gz “ tA P G : Apzq “ zu

es finito, y

2. existe una vecindad abierta U de z tal que

ApUq X U “ H, A P G´Gz.

La región de discontinuidad de un grupo G ă PSL2pCq es el conjunto
abierto Ω Ă pC (el cual puede ser o no vacío) consistiendo de todos los
puntos sobre los cuales G actúa discontinuamente.
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Teorema 6.1.1. — Si G ă PGL2pCq tiene región de discontinuidad no
vacía, entonces G es un grupo Kleiniano.

Ejemplo 34 (Grupos Kleinianos con región de discontinuidad vacía)
El grupo PSL2pZrisq es un grupo Kleiniano con región de discontinui-

dad vacía.

Teorema 6.1.2. — Sea G ă PGL2pCq un grupo Kleiniano con región de
discontinuidad Ω ‰ H. Sea ∆ una colección de componentes conexas de
Ω que forma una órbita bajo la acción de G. Si cada punto de ∆ tiene
G-estabilizador trivial, entonces ∆{G es una superficie de Riemann.

Ejemplo 35 (Grupos abelianos de rango 2). — Sea G “ xApzq “ z `

1, Bpzq “ z ` τy – Z2, donde τ P H. La región de discontinuidad de G
es C. Es claro que todo punto de C es sólo estabilizado por la identidad en
G. De esta manera, el teorema anterior nos dice que C{G es una superficie
de Riemann (de género g “ 1).

Ejemplo 36 (Grupos cíclicos infinitos). — Sea λ P C tal que |λ| R
t0, 1u. Consideremos G “ xApzq “ λzy – Z. En este caso, la región
de discontinuidad de G es Czt0u y cada punto allí tiene G-estabilizador
trivial. Se tiene que Czt0u{G es una superficie de Riemann (de género
g “ 1).

Ejemplo 37 (Grupos cíclicos finitos). — Sea n ě 2 un entero y conside-
remos G “ xApzq “ e2πi{nzy – Zn. En este caso, la región de disconti-
nuidad de G es pC y cada punto en Czt0u tiene G-estabilizador trivial. Se
tiene que Czt0u{G es una superficie de Riemann no compacta isomorfa
a Czt0u. El cociente pC{G es un orbifold de género cero con dos puntos
cónicos, ambos de orden n.

Ejemplo 38 (Grupos finitos). — SeaG un grupo finito de M y no cíclico
(luego, dihedral o alternante A4, A5 o simétrico S4). En este caso, la región
de discontinuidad de G es pC. Se tiene que pC{G es un orbifold de género
cero con tres puntos cónicos.
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6.2. Lema de Selberg

Recordemos el siguiente resultado que nos permite asegurar la existen-
cia de ciertos subgrupos de índice finito de grupos finitamente generados
de matrices (nuestro caso).

Teorema 6.2.1 (Lema de Selberg). — Todo subgrupo de matrices que es
finitamente generado tiene un subgrupo de índice finito que es normal y
sin torsión.

Una consecuencia bonita del Lema de Selberg es el siguiente. SiG es un
grupo infinito de matrices que es finitamente generado, entonces G debe
tener un elemento de orden infinito.

6.3. Teoremas de uniformización

Teorema 6.3.1 (Klein, Koebe, Poincaré). — Toda superficie de Riemann
simplemente conexa es isomorfa a una (y sólo una) de las siguientes :

pC, C, H.

Una consecuencia directa del Teorema de uniformización es el siguiente.

Teorema 6.3.2. — Sea S una superficie de Riemann. Entonces S es iso-
morfa a una superficie de Riemann de la forma rS{G, donde rS P tpC,C,Hu,
G ă Aut`prSq es un grupo Kleiniano que actúa discontinuamente en rS y
el G-estabilizador de cada punto de rS es trivial.

6.3.1. Caso rS “ pC. — Como toda transformación de Möbius actúa con
puntos fijos, el único grupo G que satisface las condiciones del Teorema
6.3.2 es el trivial G “ tIu y en consecuencia S es isomorfa a pC.
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6.3.2. Caso rS “ C. — Como

Aut`pC “ tApzq “ az ` b; a, b P C, a ‰ 0u

y toda transformación del tipo Apzq “ az ` b, con a ‰ 0, 1 tiene puntos
fijos en C, un grupo G como en el Teorema 6.3.2 debe satisfacer que

G ă tT pzq “ z ` b; b P Cu.

Por otro lado, la discretitud de G obliga a tener sólo tres posibilidades :

1. G´ tIu.

2. G “ xApzq “ z ` by – Z ; (b ‰ 0).

3. G “ xApzq “ z` b, Bpzq “ z` cy – Z2 ; (b, c son R-linealmente
independientes).

En el caso 1., tenemos que S es isomorfa a C.

En el caso 2., tenemos que S es isomorfa a C˚ “ Czt0u.

En el caso 3., tenemos que S es una superficie de Riemann de género 1.

6.3.3. Caso rS “ H. — De lo anterior, observamos que para toda super-
ficie de Riemann S que no es isomorfa a pC o C o C˚ o a un toro, se tiene
que en el Teorema 6.3.2 vale que rS “ H. En este caso decimos que S es
una superficie de Riemann hiperbólica.

6.4. Grupos Fuchsianos

Un grupo Fuchsiano es un grupo Kleiniano que deja invariante el semi-
plano superior

H “ tz P C : Impzq ą 0u,

es decir, un subgrupo discreto de Aut`pHq.

Teorema 6.4.1. — Sea G ă Aut`pHq. Entonces, G es discreto si y sólo
si actúa discontinuamente sobre H.

El resultado anterior nos dice que si G es un grupo Fuchsiano para el
cual todo punto de H tiene G-estabilizador trivial, entonces H{G es una
superficie de Riemann hiperbólica.
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En H podemos considerar la métrica hiperbólica

ds “
|dz|

Impzq
.

La estructura geométrica pH, dsq es llamado el plano hiperbólico.

Teorema 6.4.2. —
IsompH, dsq “ AutpHq

Las líneas rectas en el plano hiperbólico, llamadas rectas o líneas hi-
perbólicas, son de dos tipos (ver Figura 6.1) :

1. semi-rectas euclideanas perpendiculares al borde R.

2. semi-círculos euclideanos perpendiculares al borde R.

IH

Figura 6.1. Rectas hiperbólicas

Una manera de construir grupos Fuchsianos es considerar un polígono
geodésico P Ă H e identificar pares de sus lados usando algunas isome-
trías (con algunas restricciones técnicas). El grupo G generado por tales
isometrías resulta ser un grupo Fuchsiano (el polígono P es un polígono
fundamental para G). Este hecho es conocido como teorema del polígono
de Poincaré. En la próxima sección veremos un ejemplo usando triángulos.

6.5. Grupos triangulares

Consideremos un triángulo geodésico ∆pa, b, cq, cuyos ángulos son de
la forma

π

a
,
π

b
,
π

c
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donde a, b, c P t2, 3, ...u Y t8u y tal que
1

a
`

1

b
`

1

c
ă 1.

Figura 6.2. Triágulos geodésicos

Sea σk la reflexión en el lado opuesto al vértice de ángulo π{k, donde
k P ta, b, cu, y pGpa, b, cq el grupo generado por la reflexiones σa, σb y σc.
Entonces, pGpa, b, cq resulta ser un grupo discontinuo en H (que contiene
isometrías que revierten la orientación), donde el triángulo ∆pa, b, cq es un
polígono fundamental, y tiene una presentación de la forma :
pGpa, b, cq “ xσa, σb, σc : σ2

a “ σ2
b “ σ2

c “ pσcσaq
b
“ pσbσaq

c
“ pσcσbq

a
“ 1y.

SeaGpa, b, cq el subgrupo de índice 2 de pGpa, b, cq que consiste de aquel-
las isometrías que preservan la orientación. Así, Gpa, b, cq es un grupo
Fuchsiano y, si tomamos

γ1 “ σcσb, γ2 “ σaσc,

entonces
Gpa, b, cq “ xγ1, γ2 : γa1 “ γb2 “ pγ2γ1q

c
“ 1y.

Un polígono fundamental para Gpa, b, cq es dado por la unión de
∆pa, b, cq Y σcp∆pa, b, cqq (Ver Figura 6.3).

a

γ

γ

1

2
σ

σ

σ

c

b

Figura 6.3. Polígono fundamental para Gpa, b, cq

El espacio cociente H{ pGpa, b, cq es una copia de ∆pa, b, cq y el espacio
cociente Opa, b, cq “ H{Gpa, b, cq es una esfera con tres puntos cónicos,
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de ordenes a, b y c (un punto cónico de orden 8 es una pinchadura, es
decir, no está presente). Este cociente Opa, b, cq es llamada una orbifold
de Riemann de signatura p0; a, b, cq. Este orbifold tiene como superficie
de Riemann subyacente la dada por la esfera de Riemann menos aquellos
puntos cónicos con orden8.

6.5.1. Γp2q : el caso pa, b, cq “ p8,8,8q. — Como caso particular,
supongamos a “ b “ c “ 8. En este caso, podemos poner como
∆p8,8,8q al triángulo geodésico cuyos vértices son 0, 1 y8 (ver Figura
6.4).

10

Figura 6.4. ∆p8,8,8q

En este caso

Gp8,8,8q “ Γp2q “ xγ1, γ2y – Z ˚ Z,

γ1pzq “ z ` 2, γ2pzq “
z

1´ 2z
,

Op8,8,8q “ Czt0, 1u.

6.6. Grupos triangulares y curvas de Belyi

Consideremos un subgrupo K, de índice finito, de un grupo triangular
Gpa, b, cq, donde a, b, c P t2, 3, ...u Y t8u y

1

a
`

1

b
`

1

c
ă 1.

Si K no tiene torsión, entonces S “ H{K resulta ser una superficie de
Riemann (compacta si y sólo si a, b, c P t2, 3, ...u). En el caso que alguno
de los valores a, b, c sea 8, S resulta ser el complemento de un número
finito de puntos de una superficie de Riemann compacta (la cual es única
módulo isomorfismos).

Para lo que sigue, sólo necesitamos asumir que K tiene índice finito N
en Gpa, b, cq (pero K puede tener torsión). La orbifold de Riemann H{K
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tiene una estructura natural de superficie de Riemann (compacta si ninguno
de los valores a, b o c es igual a 8). En este caso, tenemos una función
meromorfa no-constante natural (de grado N )

β : H{K Ñ H{Gpa, b, cq Ă pC,

la cual resulta ser, por la construcción, una función de Belyi (considerando
la superficies de Riemann compacta asociada).

Por ejemplo, al considerar Γp2q “ Gp8,8,8q en lo anterior (luego K
no tiene torsión), tenemos que H{K es el complemento de una colección
finita de puntos de una superficie de Riemann S, la cual resulta ser una
curva de Belyi.

Ahora, consideremos un par de Belyi pS, βq. Sea S0 “ Szβ´1pt8, 0, 1uq

y consideremos la función holomorfa (no-ramificada) β0 : S0 Ñ Czt0, 1u.
Por el teorema de uniformización, existe un subgrupoK of Γp2q (de índice
igual al grado de β) tal que, módulo isomorfismos, S0 “ H{K y β es
inducido por la inclusión de K en Γp2q.

Todos los argumentos anteriores permiten obtener los siguientes teore-
mas ; mayores detalles pueden encontrarse, por ejemplo, en [23].

Teorema 6.6.1. — Existe una biyección natural entre las clases de equi-
valencia de los pares de Belyi y las clases de conjugación de los subgrupos
de índice finito de Γp2q.

Más aún, si pS, βq is un par de Belyi y

a “ lcmtdegpvq : v P S, βpvq “ 0u

b “ lcmtdegpvq : v P S, βpvq “ 1u

c “ lcmtdegpvq : v P S, βpvq “ 8u

satisfacen que a´1 ` b´1 ` c´1 ă 1, entonces existe un subgrupo K del
grupo triangular FuchsianoGpa, b, cq (de índice igual al grado de β) tal que
la estructura de superficie de Riemann del orbifold H{K es (isomorfa a) S
y β es equivalente a la proyección natural dada por la inclusión de K en
Gpa, b, cq.

La situación anterior es similar si reemplazamos H por pC (respectiva-
mente, C) si a´1` b´1` c´1 ą 1 (respectivamente, a´1` b´1` c´1 “ 1).
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Teorema 6.6.2. — Existe una biyección natural entre las clases de equi-
valencia de los pares de Belyi, con a, b y c como antes, y las clases de
conjugación de los subgrupos de índice finito de Gpa, b, cq.





CAPÍTULO 7

ACCIÓN DE GRUPOS Y AutpSnq

7.1. Acción de Grupos

Consideremos un conjunto E ‰ H y denotemos por SympEq (con la
operación de composición) al grupo de la permutaciones (simetrías) de E.
Cuando E “ t1, . . . , nu (donde n ě 1), es clasico denotar este grupo por
el símbolo Sn. Consideremos también un grupo G.

Una acción del grupo G en el conjunto E es un homomorfismo

θ : GÑ SympEq.

Si tal homomorfismo es inyectivo, entonces hablamos de una Acción fiel
acción fiel. Recordar que la condición para que θ sea un homomorfismo es
tener la igualdad

θpghq “ θpgq ˝ θphq, @g, h P G.

Si e P E, entonces usaremos la notación

gpeq :“ θpgqpeq

en cuyo caso, la propiedad de ser θ un homomorfismo se lee como

g1g2peq “ g1pg2peqq.

El G-stabilizador de e por tal acción es definido por el subgrupo

Ge “ tg P G : gpeq “ eu

El grupo de automorfismos es el centralizador CG ă SympEq del sub-
grupo θpGq.

Observación 7.1.1. — Si tenemos una acción, la cual no es fiel, se
puede obtener una fiel considerando la acción natural del grupo cociente
G{ kerpθq. Es por esta razón que sólo nos centraremos en acciones fieles.

La acción θ : GÑ SympEq es llamada :
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1. Semiregular si, para cada e P E, vale que |Ge| “ 1 (estabilizador
trivial).

2. Transitiva si, para todo par e1, e2 P E, existe g P G con gpe1q “ e2.

3. Regular si es semiregular y transitiva.

El siguiente resultado muestra ciertas relaciones entre los objetos antes
definidos.

Teorema 7.1.2. — Sea θ : G Ñ SympEq una acción transitiva y CG ă
SympEq el centralizador de θpGq en SympEq. Entonces las siguientes pro-
piedades valen.

1. CG actúa semiregularmente en E (en su acción natural por sime-
trías).

2. CG actúa regularmente sí y sólo si G actúa regularmente.

3. Si G actúa regularmente, entonces G – CG.

4. Para e P E vale que CG – NGpGeq{Ge, donde NGpGeq es el sub-
grupo normalizador de Ge en G.

Demostración. — Sea e P E fijo. Entonces (por la transitividad) tenemos
una biyección

φ : G{Ge Ñ E : gGe ÞÑ gpeq “ θpgqpeq.

Esta biyección permite trasladar nuestra acción θ : G Ñ SympEq a la
acción

φ´1
˝ θ ˝ φ : GÑ SympG{Geq

dada por, para cada h P G, como

hpgGeq :“ hgGe.

Por lo anterior, podemos asumir que E “ G{Ge y que la acción θ es
dada por

θphqpgGeq “ hgGe.

Calculemos ahora el centralizador CG para esta acción. Para que α P
SympG{Geq esté en CG es necesario y suficiente tener la igualdad

α ˝ θphq “ θphq ˝ α, @h P G,

es decir,
αphgGeq “ hαpgGeq, @h, g P G.

Tomando g “ 1 (el elemento neutro de G), lo anterior dice :

αphGeq “ hαpGeq, @h P G.
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Sea b P G tal que αpGeq “ bGe. Entonces debemos tener

αphGeq “ hαpGeq “ phbqGe, @h P G.

Ahora, α definida como arriba está bien definida sí y sólo si b P NGpGeq.
De esta manera,

CG “ tαa : G{Ge Ñ G{Ge : hGe ÞÑ ha´1Ge : a P NGpGequ.

Arriba hemos usado a´1 para asegurar que αab “ αa ˝ αb :

αabphGeq “ hpabq´1Ge “ phb
´1
qa´1Ge “ αaphb

´1Geq “ αapαbphGeq.

De esta manera, obtenemos un homomorfismo sobreyectivo

Φ : NGpGeq Ñ CG : a ÞÑ αa

cuyo kernel es Ge, es decir,

CG –Φ NGpGeq{Ge.

Notemos que hemos obtenido la parte 4. del teorema. Si G actúa regu-
larmente, entonces Ge “ t1u y NGpGeq “ G, de donde obtenemos que
G – CG, obteniendo la parte 3.

Veamos la parte 1. Sea ρ P CG tal que ρpe0q “ e0, para algún e0 P E.
La condición de que ρ P CG quiere decir que gpρpeqq “ ρpgpeqq, para cada
e P E y cada g P G. Si e P E, entonces (por la transitividad) existe algun
g P G tal que e “ gpe0q. Luego,

ρpeq “ ρpgpe0qq “ gpρpe0qq “ gpe0q “ e,

de donde obtenemos que ρ es la permutación identidad.

Veamos ahora la parte 2. Supongamos que CG actúa regularmente en E.
Entonces esta acción es transitiva y, por la parte 1. del teorema aplicada a
esta acción, tenemos que el centroCCG deCG actúa de manera semiregular.
Como θpGq ă CCG , tenemos que la acción de G es semiregular y (como
ya era una acción transitiva), es una acción regular.

Veamos ahora en la otra dirección. Al tener que la acción deG es regular,
tenemos que Ge “ t1u para cada e P E. Luego, en la forma de la acción
descrita al comienzo, tenemos que (ya que en este caso NGpGeq “ G)

CG “ tαa : GÑ G : h ÞÑ ha´1 : a P Gu,

de donde vemos que la acción de CG es regular.
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7.2. Automorfismos de Sn

Nosotros estaremos interesados en acciones de un grupo finito sobre un
conjunto finito E. En este caso, podemos asumir que E “ t1, . . . , nu para
cierto n ě 1.

Recordemos que el conjunto de todos los automorfismos de un grupo
dado K forman a su vez un grupo (con la regla de composición) denota do
AutpKq. Cada elemento k P K define un automorfismo

φk : K Ñ K : h ÞÑ khk´1

Este tipo de automorfismos se llaman automorfismos interiores y forman
un subgrupo normal InnpKq de AutpKq. Conideramos el homomorfimo
sobreyectivo

K Ñ InnpKq : k ÞÑ φk,

podemos ver que InnpKq – K{CK , donde CK es el subgrupo centraliza-
dor de K. En particular, si CK es trivial, se tiene que InnpKq – K (como
es el caso de K “ Sn, n ě 3).

Un automorfismos que no es interior es llamado un automorfismo exte-
rior y el grupo cociente OutpKq “ AutpKq{InnpKq es llamado el grupo
de automorfismos exteriores.

El siguiente resultado determina estos grupos de automorfismos para el
caso particular K “ Sn, n ě 1.

Teorema 7.2.1. — Sea n ě 1. Entonces

1. Si n P t1, 2u, entonces AutpSnq es trivial.

2. El subgrupo InnpS6q – S6 es un subgrupo de índice dos de
AutpS6q.

3. Si n ě 3 y n ‰ 6, entonces AutpSnq “ InnpSnq – Sn.

Demostración. — Como S1 el grupo trivial y S2 – Z2, se tiene que sus
grupos de automorfismos son el grupo trivial. Supongamos ahora que n ě
3. En este caso, como el centralizador es trivial, tenenos que InnpSnq –

Sn.
Consideremos algún elemento φ P AutpSnq diferente de la identidad.

Denotemos por C al conjunto de las clases de conjugación de los elementos
de K. Los elementos de C son subconjuntos de Sn de la forma rτ s “
tστσ´1 : σ P Snu, donde τ P Sn. En particular, φ induce una biyección
pφ : C Ñ C, definido por pφprτ sq “ rφpτqs.

Si τ tiene orden dos, entonces sabemos que esta permutación es un pro-
ducto disjunto de una cierta cantidad de k ě 1 transposiciones (donde
2k ď n). Más aún, dos elementos de orden dos son conjugados en Sn
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sí y sólo si tienen la misma cantidad de transposiciones en sus descopo-
siciones anteriores. De esta manera, podemos observar que en la clase de
conjugación de τ tiene cardinalidad

ˆˆ

n

2

˙ˆ

n´ 2

2

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

n´ 2pk ´ 1q

2

˙˙

M

k! “
n!

2kpn´ 2kq!k!
.

Ahora, si miramos la clase de conjugación del elemento τ “ p1, 2q,
entonces φpτq debe ser un elemento de orden dos, digamos con k ě 1

transposiciones. Como la clase de rτ s y rφpτqs deben tener la misma car-
dinalidad, lo anterior nos dice que

2pn´ 2q! “ 2kpn´ 2kq!k!

La igualdad anterior funciona sólo para k “ 1 en el caso n ‰ 6. En el
caso n “ 6 también funciona para k “ 3.

Supongamos ahora que n ‰ 6. En este caso, lo anterior nos dice que pφ

fija la clase rp1, 2qs, es decir, si tomamos una transposición pa, bq P Sn,
entonces φppa, bqq sigue siendo una transposición. Consideremos las trans-
posiciones τj “ pj, j ` 1q, donde j “ 1, . . . , n ´ 1. Sabemos que estas
transposiciones generan Sn. Sean φpτjq “ σj , las cuales ahora sabemos
deben ser transposiciones. Como τ1 y τ2 no conmutan, tampoco lo pueden
hacer σ1 y σ2. Así es que podemos asumir que σ1 “ pl1, l2q y σ2 “ pl2, l3q,
donde l1, l2 y l3 son diferentes. Ahora, como τ1 y τ3 conmutan y τ2 y τ3

no conmutan, lo mismo debe ocurrir con σ1, σ2 y σ3 ; luego podemos ver
que σ3 “ pl3, l4q, donde l4 R tl1, l2, l3u. Procediendo de manera inductiva,
obtendremos que σj “ plj, lj`1q, donde lj`1 R tl1, . . . , lju. Si η P Sn es
la permutación definida por ηpljq “ j, tenemos que η´1σjη “ τj (esta-
mos usando la multiplicación de permutaciones por la izquierda). Luego,
(si φη denota como antes el automorfismo interior definido por η) tenemos
que φη ˝ φ fija cada τj y (como estas transposiones forma un conjunto de
generadores) debemos tener que es el automorfismo identidad, es decir,
φ “ φ´1

η “ φη´1 P InnpS6q.
En el caso n “ 6, notemos que el argumento anterior nos dice que si

φ deja invariante la clase de conjugación de p1, 2q, entonces este es un
automorfismo interior. Pero en este caso podríamos tener que φ enviase
la clase de p1, 2q en la clase de p1, 2qp3, 4qp5, 6q, en cuyo caso φ es un
automorfismo exterior (un automorfismo interior necesariamente preserva
las clases de conjugación). En esta última posibilidad. notemos que φ debe
llevar la clase de p1, 2qp3, 4qp5, 6q en la clase de p1, 2q, es decir, φ2 debe
ser un automorfismo interior, es decir, rAutpS6q : InnpS6qs ď 2. Lo que
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quedaría por verificar es la existencia de un automorfismo exterior. Esto es
un poco más complicado, pero la idea es la siguiente.

En S6 tenemos que el estabilizador de un punto es isomorfo a S5 (tene-
mos seis de tales subgrupos, ellos formando una clase de conjugacion de
subgrupos) y no es subgrupo transitivo. Todo automorfismo interior nece-
sariamente permuta esos subgrupos.

Ahora, en S6 existen otros seis subgrupos isomorfos a S5 (formando
una clase de conjugación de subgrupos) que son transitivos. Una manera
de ver estos subgrupos es de la siguiente manera. Primero observemos que
en S5 “ xα “ p1, 2q, β “ p1, 2, 3, 4, 5qy hay exáctamente seis 5-subgrupos
de Sylow (cada uno de ellos isomorfos a Z5) : H1 “ xp1, 2, 3, 4, 5qy,
H2 “ xp1, 2, 3, 5, 4qy, H3 “ xp1, 2, 4, 3, 5qy, H4 “ xp1, 2, 4, 5, 3qy, H5 “

xp1, 2, 5, 3, 4qy and H6 “ xp1, 2, 5, 4, 3qy. Ahora podemos considerar la ac-
ción por conjugación

θ : S5 Ñ SymptH1, . . . , H6uq

σpHjq “ σ´1Hjσ.

Se puede calcular que :

αpH1q “ H6, αpH2q “ H4, αpH3q “ H5,

βpH1q “ H1, βpH2q “ H4, βpH3q “ H2,

βpH4q “ H6, βpH5q “ H3, βpH6q “ H5.

Esta acción nos determina el siguiente subgrupo transitivo de S6 :

xp1, 6qp2, 4qp3, 5q, p2, 4, 6, 5, 3qy – S5.

La idea es ver que es posible encontrar una automorfismo de S6 que
lleva los primeros seis subgrupos (que no eran transitivos) en los segundos
(que si son transitivos).
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GRAFOS Y GRAFOS BIPARTITOS

8.1. Grafos

Un grafo es un triple G “ pV,E, ιq, donde V ‰ H y E son conjunto
disjuntos, y ι : E Ñ 2V es una función tal que, para cada e P E, la imagen
ιpeq tiene cardinalidad 1 or 2. Los elementos de V son llamados los vértices
y los de E los ejes.

Si ιpeq “ tv1, v2u P E (donde podría ocurrir que v1 “ v2), decimos que
v1 y v2 son vecinos y que v1 y v2 son adyacentes al eje e.

Si V y E son ambos conjuntos finitos, entoces decimos que G es un
grafo finito. En este caso, el grado de un vértice es igual al número de ejes
adyacentes a él (con el cuidado de contar por dos cada eje de cardinalidad
1, los cuales son llamados bucles).

El grafo es llamado conexo si dados dos vértices cualesquiera, v, w P V ,
es posible encontrar una colleción finita de ejes e1, . . . , en P E, tales que :
v P ιpe1q, w P ιpenq y, para cada j “ 1, . . . , n´ 1, ιpejqX ιpej`1q ‰ H (es
decir, podemos viajar desde uno de ellos hasta el otro a traves de ejes sin
tener que saltar).

Observación 8.1.1. — En esta exposición, nuestros grafos serán finitos (y
en el caso de dibujos de niños también serán conexos, con cada uno de sus
vértices de grado al menos uno y no tendrán bucles). Además, si el grafo
es conexo y no hay ejes (E “ H), entonces V “ tvu.

Dos grafos G1 “ pV1, E1, ι1q y G2 “ pV2, E2, ι2q se llaman isomorfos
si existen biyecciones φ : V1 Ñ V2 y ψ : E1 Ñ E2 que preservan las
adyacencias, es decir, si e “ tv, wu P E1, entonces ψpeq “ tφpvq, φpwqu.

Cuando G1 “ G2 “ G, un isomorfismo es lamado un automorfismo
del grafo G. El conjunto de todos los automorfismos del grafo G, con la
operación de composición) resulta ser un ejemplo de un grupo (el cual es
finito cuando el grafo es finito) denotado por AutpGq.
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Ejemplo 39 (Grafos completos). — Sea n ě 1. El grafo completo Kn “

pV,E, ιq (ver Figura 8.1) es dado por

V “ tv1, . . . , vnu

E “ tei,j : i, j P t1, . . . , nu, i ă ju (si n “ 1, entonces E “ H)

ιpei,jq “ tvi, vju

En este ejemplo, AutpKnq – Sn.

4

K K

K K

21

3

Figura 8.1. Grafos completos K1,K2,K3 y K4

8.2. Dibujando grafos en superficies compactas orientables : mapas

Recordemos que una superficie orientable es un espacio topológico X ,
Hausdorff, conexo y segundo numerable (es decir, hay una base para su
topología con una cantidad numerable de elementos), junto con una colec-
ción A “ tpUj, zjq : j P Ju, donde :

1. cada Uj Ă X es un abierto,

2.
Ť

jPJ Uj “ X ,

3. cada zj : Uj Ñ Vj , donde Vj es un abierto del plano R2, es un
homeomorfismo, y

4. si UiXUj ‰ H, entonces zj ˝z´1
i : zipUiXUjq Ñ R2 es una función

diferenciable con jacobiano positivo.

Una superficie compacta orientable es homeomorfa a la esfera unitaria
S2 (género g “ 0) o bien a una suma conexa finita de g ě 1 (llamada su
género) copias del toro S1 ˆ S1.

Consideremos un grafo finito G “ pV,E, ιq. Una incrustación de G
en una superficie compacta orientable X corresponde a un grafo pG “

ppV , pE,pιq que es isomorfo a G, donde

1. pV Ă X ;
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2. cada elemento de pE es una función continua α : r0, 1s Ñ X , cuya
restricción al intervalo abierto p0, 1q es inyectiva, de manera que
αp0q, αp1q P pV y αpp0, 1qq X pV “ H (así, podemos pensar que
un eje es nada más que arco simple conectando dos puntos de pV ),

3. si α, β : r0, 1s Ñ X son dos elementos diferentes de pE, entonces
αpp0, 1qq X βpp0, 1qq “ H,

4. si α P pE, entonces pιpαq “ tαp0q, αp1qu.

Usaremos el símbolo G ãÑ X para denotar una incrustación de G en X .
Es importante notar que pueden haber muchas incrustaciones “diferentes"
de G en la misma superficie X (por diferentes nos referimos que no existe
un homeomorfismo que preserva la orientación T : X Ñ X que lleve una
incrustación en la otra). La idea de una incrustación de un grafo es que
podamos dibujar tal grafo en una superficie.

Proposición 8.2.1. — Todo grafo finito G se puede incrustar en alguna
superficie compacta orientable X .

Idea. — Primer, observemos que podemos inscrustar nuestro grafo en
R3. Considere una vecindad tubular del grafo para obtener un objeto
tres-dimensional (llamado un cuerpo de asas) cuya frontera es una super-
ficie compacta orientable. Ahora empujamos el grafo hacia la frontera
adecuadamente para obtener el resultado.

Una incrustación G ãÑ X se dice que define un mapa en X si cada co-
ponente de XzG, las que llamaremos caras del mapa, es topológicamente
un disco (podemos pensar en que cada cara es un país y los ejes de G son
las fronteras entre países). Notemos que para que obtengamos un mapa, es
necesario que G sea conexo (esto es lo que asegura que cada cara es un
disco topológico). Usulamente, denotaremos un mapa por el par pX,Gq.

Proposición 8.2.2. — Todo grafo finito y conexo G se puede incrustar
en alguna superficie compacta orientable X de manera que produzca un
mapa en X .

Idea. — Si el grafo no tiene ejes (es decir, E “ H), entonces G es tan
sólo un vértice y lo podemos incrustar en S2. Supongamos ahora que E ‰
H. Tomemos una incrustación G ãÑ X . Identifiquemos G con su grafo
incrustado (y que arriba hemos denotado por el símbolo pG). Al cortarX por
G obtenemos una colección finita de componentes conexas, X1, . . . , Xn,
cada una de ellas siendo una superficie orientable y no compacta. Si cada
una de ellas es topológicamente un disco, entonces estamos listos.
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Supongamos que en alguna de ellas, digamosXr, no es topológicamente
un disco. Se pueden dibujar una cantidad finita (y dos dos disjuntas) de cur-
vas cerrada simples que dividen a Xr en una colección de superficies, cada
una de ellas no es topológicamente un disco (es decir, en cada una de esas
componentes vemos en su borde parte del grafo). Podemos cortar Xr por
tales curvas y pegamos discos a los bordes que se obtienen (ver Figura 8.2)
para así obtener un superficie (no necesariamente conexa) pXr cuyas com-
ponentes resultan ser topológicamente discos. Si reemplazamos Xr por pXr

y volvemos a agregar G a estas nuevas componentes, observamos que ob-
tenemos una nueva superficie compacta orientable, de género menor que
X , y una incrustación de G en ella que define un mapa.

r

Xr

X

Figura 8.2. El proceso de cortar y pegar

8.3. Fórmula de Euler

Supongamos que tenemos una incrustación G ãÑ X del grafo finito
G “ pV,E, ιq en una superficie compacta orientable X de género g, la
cual induce un mapa. Denotemos por γ el número de caras de tal mapa
(notemos que necesariamente γ ě 1). La Fórmula de Euler nos entrega
hay una relación entre el género g de X y los datos del grafo G, la cual
dice :

2´ 2g “ |V | ´ |E| ` γ,

donde |V | y |E| y γ denotan las cardinalidades de V y E, respectivamente.
Lo anterior nos dice que

g “ 1` p|E| ´ |V | ´ γq{2,
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es decir, γ debe tener la misma paridad que |E| ´ |V |, y que minimizar el
valor de g ě 0 es equivalente a maximizar el valor de γ tal que 1 ď γ ď

2 ` |E| ´ |V | manteniendo la paridad antes mencionada. Este problema
de minimización de g sigue siendo una pregunta abierta ; se sabe que un
problema del tipo NP-difícil y que el problema de determinar cuando un
grafo con n vértices tiene género minimal g es NP-completo [40].

Ejemplo 40. — El grafo completo Kn se puede incrustar en S2 sólo para
n P t1, 2, 3, 4u. El grafo K5 puede incrustarse en un toro (g “ 1). De
manera más general, se sabe que para Kn el género minimal de una in-
crustación defininiedo un mapa es µpKnq “ rpn ´ 3qpn ´ 4q{12s (see,
[34]).

8.4. Conjeturas SE y CDC

Consideremos un grafo finito y conexo G y una incrustación G ãÑ X

sobre alguna superficie compacta y orientable que induce un mapa sobre
X . En el caso que cada cara de tal mapa es frontera de un cíclo de G (un
camino simple y cerrado), entonces se dice que el mapa is circular. Este
concepto “circular” aparece en [35]. Ejemplos de mapas no-circulares son
dados por aquellos que tienen una sola cara. Una condición necesaria para
la existencia de un mapa circular (para G) es que este grafo sea 2-conexo
(al quitar cualquier vértice, el gafo resultante sigue siendo conexo). La
“ Conjetura SE” (strong embedding conjecture) [22] dice que la propie-
dad de ser 2-conexo es también una condición suficiente. Relacionada a la
conjetura anterior es la “Conjetura CDC" (cycle double cover conjecture)
establecida por Szekeres [39] y Seymur [38] (ver también [35, pag. 10])
la cual asegura que todo grafo finito, conexo y sin puentes (quitando cual-
quier eje del grafo mantiene la conectividad) admite una lista de cíclos de
manera que cada eje está contenido en exáctamente dos de ellos. La Conje-
tura CDC se ha verificado para ciertos tipos de grafos en [43] y también se
sabe que es válida para los grafos completosKn. La Conjectura SE implica
la Conjetura CDC, pero no son equivalentes.

8.5. Matríz de adyacencia de grafos finitos

Todo grafo finito, con n vértices, puede describirse mediante una ma-
tríz de tamaño n ˆ n, llamada su matríz de adyacencia. Esta matríz se
construye enumerando cada vértice con un valor en t1, . . . , nu (sin repetir)
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y colocando en la posición pi, jq el número de ejes que conectan los dos
vértices con inidices i y j. Por construcción, esta matríz es simétrica.

Observación 8.5.1. — Si escogemos otra enumeración de los vértices, la
matríz de adyacencia cambia por conjugación por una matríz de permu-
tación (es decir, en cada columna y en cada fila sólo hay ceros salvo un y
único lugar donde hay un uno). Esto define una acción natural del grupo de
permutaciones Sn, de manera que la órbita de cada matriz de adyacencia
consiste de las matrices de adyacencias del mismo grafo obtenidas usando
otras enumeraciones de sus vértices. El estabilizador de tal acción de una
matriz de adyacencia corresponde a la acción del grupo de automorfismos
del grafo asociado sobre los vértices. En el caso que el grafo sea simple (es
decir, no hay bucles y cada par de vértices están conectados por a lo más un
eje), entonces su grupo de automorphisms es isomorfo a tal estabilizador.
En el caso que hayan bucles o multiejes, entonces debemos también mirar
la acción a nivel de sus ejes.

Describir un grafo por medio de sus matrices de adyacencia permite
trabajar con ellos usando programas matemáticos computacionales (por
ejemplo, con GAP [13]).

Proposición 8.5.2. — Sea A una matríz de adyacencia del grafo G. Para
determinar si existe un camino de longitud k que conecta el vértice i con
el vértice j, debemos mirar Ak is ver si su coeficiente pi, jq es diferente de
cero. Esto permite decidir, usando A, cuando G es conexo.

Pregunta 1. — ¿Cómo determinaría la 2-conexidad del grafo por medio
de su matríz de adyacencia?

Ejemplo 41. — El grafo completo Kn tiene una única matríz de adya-
cencia, siendo esta aquella matríz con todos su coeficienets fuera de la
diagonal igual a 1 y los sobre la diagonal igual a 0.

Ejemplo 42. — Consideremos el grafo (ver Figura 8.3) G “ pV “

tv1, v2, v3u, E “ te1, e2, e3, e4, e5u, ιq, donde

ιpe1q “ ιpe2q “ tv1u, ιpe3q “ tv1, v2u, ιpe4q “ ιpe5q “ tv2, v3u.

En este caso, una matríz de adyacencia de G es dada por

A “

»

–

2 1 0

1 0 2

0 2 0

fi

fl

En este caso, cada elemento de AutpGq debe fijar cada vértice, deja inva-
riante los conjuntos de ejes te1, e2u, te4, e5u y fija el eje e3. Luego, sólo hay
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cuatro de tales automorfismos (representados de manera permutacional de
los ejes) :

ρ1 “ pe1qpe2qpe3qpe4qpe5q, ρ2 “ pe1, e2qpe3qpe4qpe5q,

ρ3 “ pe4, e5qpe1qpe2qpe3q, ρ4 “ pe1, e2qpe3qpe4, e5q,

de donde podemos observar que AutpGq – Z2
2.

1
v

v

v

2

3

Figura 8.3. El grafo G del Ejemplo 42

8.6. Grafos bipartitos

Hay ciertos grafos que permiten una coloración de sus vértices usando
dos colores (por ejemplo, blanco y negro), de manera que vértices vecinos
tienen diferentes colores. Notar que en este caso, para cada eje e P E del
grafo debemos tener que ιpeq es de cardinalidad dos (es decir, no podemos
tener bucles). Un grafo con una coloración por dos colores es llamado un
grafo bipartito.

Si tenemos un grafo finito y queremos ver si podemos particionar sus
conjunto de vértices V en dos conjuntos disjuntos VN y VB de manera
dos vértices del mismo conjunto no estén conectados por un eje, entonces
necesitamos ver los circuitos en G (caminos cerrados).

Proposición 8.6.1. — Un grafo finito es bipartito sí y sólo si cada circuito
tiene longitud par.

Dos grafos bipartitos son llamados isomorfos como grafos bipartitos si
existe un isomorfismo entre ellos como grafos pero con la propiedad ex-
tra que el isomorfismo preserva los colores (es decir, envía vértices negros
en vértices negros). Esto también permite definir el concepto de un auto-
morfismo de un grafo bipartito. El conjunto de todos los automorfismos
del grafo bipartito G, con la operación de composición) resulta ser un sub-
grupo de AutpGq, el cual denotaremos por AutbippGq. Este subgrupo tiene
índice a lo más dos (genéricamente coinciden, por ejemplo, si existe un
vértice negro cuyo grado no es igual a ningún grado de un vértive blanco).
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Notar que si partimos con un grafo bipartito, entonces podemos permu-
tar los colores se sus vértices. Estos dos grafos bipartitos son considerados
diferentes (independiente de si son o no isomorfos).

Una matríz de ayacencia de un grafo bipartito finito es siempre de la
forma

A “

„

0 A1
tA1 0



Ejemplo 43. — Consideremos el grafo bipartito (ver Figura 8.4) con ma-
tríz de adyacencia dada por

A “

»

—

—

–

0 0 2 2

0 0 2 2

2 2 0 0

2 2 0 0

fi

ffi

ffi

fl

8

1

2

3 4 56

7
w

2 v
2

w
1

1
v

Figura 8.4. El grafo bipartito del Ejemplo 43

Ejemplo 44 (Grafos bipartitos completos). — Sean n,m ě 1. El grafo
completo Kn,m “ pV “ VN Y VB, E, ιq es dado por (ver Figura 8.5)

VN “ tv1, . . . , vnu, VB “ tw1, . . . , wmu

E “ tei,j : i P t1, . . . , nu, j P t1, . . . ,muu

ιpei,jq “ tvi, wju

En este ejemplo,

AutpKn,mq –

"

Sn ˆ Sm, n ‰ m

pSn ˆ Snq ¸ Z2, n “ m

AutbippKn,mq – Sn ˆ Sm

Una matríz de adayacencia de Kn,m es de la forma

A “

„

0 B
tB 0





8.7. UNA DESCRIPCIÓN PERMUTACIONAL DE GRAFOS BIPARTITOS FINITOS 77

K1,1

K
3,1

Figura 8.5. Grafos bipartitos completos K1,1 y K3,1

donde B es una matríz de tamaño nˆm y todos sus coeficientes igual a 1.

8.7. Una descripción permutacional de grafos bipartitos finitos

Consideremos un grafo bipartito finito G “ pV,E, ιq. Este grafo puede
no ser conexo, pero pediremos que cada vértice tenga grado al menos 1.
Sean VN Ă V (respectivamente, VB Ă V ) el conjunto de los vértices
negros (respectivamente, blancos). Sea α (respectivamente, β) la cardina-
lidad de VN (respectivamente, VB), es decir, el número de vértices negros
es α y el de blancos es β. Tenemos dos particiones EN “ tN1, . . . , Nαu

y EB “ tB1, . . . , Bβu del conjunto de los ejes E, donde los Nj (respecti-
vamente, Bi) se obtienen considerando los ejes adyacentes a los vértices
negros (respectivamente, blancos). El hecho que cada eje sólo es adyacente
a un sólo vértice de un color dado, garantiza que lo efectivamente EN y
EB son dos particiones de E. Así, al grafo bipartito le hemos asociado el
par pEN , EBq.

Observación 8.7.1. — Si el conjunto de ejes E de un grafo bipartito tiene
cardinalidad finita n ě 1, entonces podemos considerar una biyección
entre E y t1, . . . , nu. Usanso esta identificación, podemos describir los
grafos bipartitos finitos con n ejes (y cada uno de sus vértices con grado al
menos 1) por medio de pares de particiones de t1, . . . , nu.

Ejemplo 45. — Consideremos el grafo bipartito G del Ejemplo 43. En
este caso (usando las enumeraciones dadas a los ejes), tenemos

EN “ tt1, 2, 3, 4u, t5, 6, 7, 8uu, EB “ tt1, 2, 5, 6u, t3, 4, 7, 8uu.

En este ejemplo se puede ver que

AutbippGq “ xρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5, ρ6y – pppZ4 ˆ Z2q ¸ Z2q ¸ Z2q ¸ Z2,

donde
ρ1 “ p1, 2q, ρ2 “ p3, 4q, ρ3 “ p5, 6q, ρ4 “ p7, 8q,

ρ5 “ p1, 3qp2, 4qp5, 7qp6, 8q, ρ6 “ p1, 5qp2, 6qp4, 8qp3, 7q.
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Ahora, consideramos otro grafo bipartito pG “ ppV , pE,pιq, con respectivo
par p pEN , pEBq de particiones de pE. Si ambos grafos bipartitos G y pG son
isomorfos, entonces hay (por la definición) una biyección ψ : E Ñ pE que
preserva las adyacencias. Tal biyección envía la partición EN (respectiva-
mente, EB) a la partición pEN (respectivamente, pEB). Recíprocamente, si
existe una biyección entre E y pE preservando las particiones, entonces G
y pG son isomorfos.

Proposición 8.7.2. — Sean G “ pV,E, ιq y pG “ ppV , pE,pιq dos grafos bi-
partitos finitos (donde cada uno de los vértices tenga grado al menos uno).
Sean pEN , EBq y p pEN , pEBq sus respectivos pares de particiones. Entonces
ambos grafos bipartitos son isomorfos sí y sólo si existe una biyección
ψ : E Ñ pE que envía la partición EN (respectivamente, EB) a la parti-
ción pEN (respectivamente, pEB).

Observación 8.7.3. — Como ya habíamos visto en la Observación 8.7.1,
todo grafo bipartito finito con n ě 1 ejes se puede identicar con un par
pEN , EBq, donde EN y EB son dos particiones del conjunto t1, . . . , nu.
El resultado anterior nos dice, en esta identificación, que dos tales pares
pEN , EBq y p pEN , pEBq corresponden a grafos bipartitos isomorfos (luego,
ambos tienen la misma cantidad n de ejes) sí y sólo si existe una permuta-
cion η P Sympt1, . . . , nuq “ Sn tal que ηpENq “ pEN y ηpEBq “ pEB.

8.8. Una equivalencia

Como hemos visto arriba, a cada grafo bipartito finito con conjunto E ‰
H de ejes le podemos asociar un par pEN , EBq, donde EN y EB son dos
particiones de E.

Ahora, de manera recíproca, consideremos un par pP,Qq, donde
P y Q son particiones de un conjunto E ‰ H. Supongamos que
P “ tP1, . . . , Pαu y Q “ tQ1, . . . , Qβu. Podemos construir un grafo
bipartito finito (a priori podría no ser conexo) GP,Q declarando los elemen-
tos de P como los vértices negros, los elementos de Q como los vértices
blancos y consideramos tantos ejes entre Pj y Qi como la cardinalidad de
la intersección Pj X Qi. Este grafo bipartito tiene la propiedad que cada
uno de sus vértices tiene grado al menos 1. Se puede notar que EN “ P y
EB “ Q.

Dos pares pP,Qq y p pP , pQq como antes son equivalentes si existe una per-
mutación de E que lleve la partición P (respectivamente, Q) a la partición
pP (respectivamente, pQ).
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Proposición 8.8.1 (Equivalencia). — Los procesos anteriormente des-
critos determinan una correspondencia biyectiva entre las clases de
isomorfía de grafos bipartitos finitos (con todos su vértices de grado
positivo) y clases de equivalencias de pares pP,Qq, como arriba.

Usando la descripción anterior, de grafos bipartitos finitos (con todos su
vértices de grado positivo) por medio de pares de permutaciones :

Pregunta 2. — ¿Qué condiciones deben tener los pares de particiones
pP,Qq del conjunto E para represente un grafo bipartito conexo?

Observación 8.8.2 (Automorfismos). — Consideremos un grafo bipar-
tito G “ pV,E, ιq donde V “ VN Y VB, VN los vértices negros y VB
los vértices blancos. Denotemos por SympEq al grupo de las permu-
taciones de E (con la operación de composición). Cada automorfismo
de G como grafo bipartito (es decir, que deja invariante VN ) induce una
única permutacion en SympEq que preserva ambas particiones EN y EB.
Recíprocamente, cada permutación de E que preserva ambas particiones
induce un automorfismo de G. Así, se puede verificar que tenemos un
homomorfimos de grupos inyectivo Θ : AutbippGq Ñ SympEq con
ΘpAutbippGqq siendo el subgrupo de SympEq cuyos permutaciones son
exáctamente aquellas que preservan ambas particiones EN y EB.

8.9. Una observación de conteo

Por lo visto anteriormente, para determinar cuantos grafos bipartitos con
n ě 1 ejes (y todos su vértices de grado positivo), podemos considerar
E “ t1, . . . , nu y debemos mirar cuantos pares de particiones pP,Qq de E
podemos obtener.

Cada partición, determina una partición de n, es decir, una tupla
pl1, . . . , lmq, donde m es su longitud, tal que

1 ď l1 ď ¨ ¨ ¨ ď lm, l1 ` ¨ ¨ ¨ ` lm “ n.

Hay varias maneras de representar tales particiones, uno de ellos es por
medio de ciertas tablas llamadas esquemas de Young (estos son muy útiles
en la teoría de representaciones de grupos). Un resultado muy famoso, de-
bido a Hardi y Ramanujan (1918), dice que cuando n tiende la infinito, el
valor de ppnq es asintótico al valor eπ

?
2n{3
{4n
?

3. Existe una serie conver-
gente (pero muy complicada), debida a Rademacher (1937), que permite
clacular el valor ppnq.
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Supongamos que P “ tP1, . . . , Ptu, donde Pj tiene cardinalidad rj .
Tenemos una partición pr1, . . . , rtq de n. Módulo equivalencia, podemos
suponer que

P1 “ t1, . . . , r1u, P2 “ tr1`1, . . . , r1`r2u, . . . , Pt “ tr1`¨ ¨ ¨`rt´1`1, . . . , nu.

De esta manera, el número de particiones P corresponde (módulo equi-
valencia) a ppnq.

Ahora, para determinar una segunda particiónQ, primero consideramos,
por cada partición ps1, . . . , smq de n, particiones de E de la forma Q “

tQ1, . . . , Qmu, con Qj de cardinalidad sj . Esta cantidad es dada por
ˆ

n

s1

˙ˆ

n´ s1

s2

˙

¨ ¨ ¨

ˆ

n´ ps1 ` ¨ ¨ ¨ ` sm´2q

sm´1

˙

.

Pero ahora, por cada una de esas particiones Q, podemos identificarlas
por medio de todas las permutaciones de E que preservan la partición de
P . Así podemos ver lo difícil que es intentar contar el número de grafos
bipartitos (módulo equivalencia) de un número dado de ejes.



CAPÍTULO 9

DESSINS D’ENFANTS : DIBUJOS DE
NIÑOS

9.1. Dessins d’enfants : Dibujos de niños

Un dessin d’enfant (dibujo de niños) de género g es un mapa bipartito
pX,Gq, es decir, X es una superficie compacta orientable de género g y
G Ă X es un grafo bipartito (vértices están coloreados en blanco y negro
y vértices adyacente tienen coloración diferente) tal que cada componente
conexa de XzG (es decir, cada una de sus caras) es un disco topológico
(un polígono).

Si α es el número de vértices negros, β es el número de vértices blancos,
e es el número de ejes y γ el número de caras, entonces la fórmula de Euler
dice que

2´ 2g “ α ` β ` γ ´ e.

9.2. La signatura de un dessin d’enfant

Si pX,Gq es un dessin d’enfant de género g, entonces cada vértice tiene
asociado un grado (como vértice de un grafo) y cada cara tiene asociado un
grado : la mitad de ejes que hay en su frontera (ejes interiores son contados
dos veces).

La signatura o tipo del dessin d’enfant pX,Gq es la tupla pg; r, s, tq,
donde g es el género de X , r es el mínimo común múltiplo de los grados
de los vértices negros, s es el mínimo común múltiplo de los grados de
los vértices blancos y t es el mínimo común múltiplo de los grados de las
caras.
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Figura 9.1. Un par de dessins d’enfants de género g “ 0

Ejemplo 46. — Ambos dessins d’enfants en la Figura 9.1 tienen signatura
p0; 4, 6, 10q. Observe que no existe ningún homeomorfismo (que preserve
o revierta la orientación) que lleve uno de los grafos en el otro.

9.3. Dessin d’enfant limpio

Un dessin d’enfant con signatura de la forma pg; r, 2, tq es llamado lim-
pio (clean).

Ejemplo 47. — Dado un mapa M Ă X sobre una superficie compacta
orientable, podemos pintar sus vértices con color negro. En cada eje esco-
gemos un punto en el interior, el cual pintamos de blanco. De esta manera
construimos un dessin d’enfant limpio.
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9.4. Valencia (pasaporte) de un dessin d’enfant

Otra tupla que podemos asociar a un dessin d’enfant pX,Gq de género g
es la valencia (pasaporte)

ValpX,Gq “ pa1, ..., aα; b1, ..., bβ; c1, ..., cγq,

donde

1. α es el número de vértices negros ;

2. β es el número de vértices blancos ;

3. γ es el número de caras ;

4. 1 ď a1 ď a2 ď ¨ ¨ ¨ ď aα son los grados de los vértices negros ;

5. 1 ď b1 ď b2 ď ¨ ¨ ¨ ď bβ son los grados de los vértices blancos ;

6. 1 ď c1 ď c2 ď ¨ ¨ ¨ ď cγ son los grados de las caras.

Es claro que debemos tener las identidades :

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aα “ b1 ` ¨ ¨ ¨ ` bβ “ c1 ` ¨ ¨ ¨ ` cγ “ e

y, en particular, por la fórmula de Euler,

2´ 2g “ α ` β ` γ ´ pa1 ` ¨ ¨ ¨ ` aαq.

Ejemplo 48. — Los dos dessins d’enfants mostrados en la Figura 9.1 tie-
nen la misma valencia :

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 4; 2, 2, 3, 3; 10q “ p16, 4; 22, 32; 10q.

9.5. Cubrimientos ramificados asociados a un dessin d’enfant

Consideremos un dessin d’enfant pX,Gq y por cada cara escojamos un
punto interior (los cuales pintaremos de color rojo). Una vez hecha tal elec-
ción, podemos construir una función continua sobreyectiva Q : X Ñ pC,
de grado igual al número de ejes, que envía los vértices negros a 0, los
vértices blancos a 1, los puntos rojos a 8, los ejes al intervalo p0, 1q, de
manera que Q, restricta al complemento de los vértices negros, blancos y
puntos rojos, resulta ser un cubrimiento. Decimos queQ es un cubrimiento
ramificado asociado al dessin d’enfant pX,Gq.

El cubrimiento ramificado asociado al dessin d’enfant pX,Gq no es
único, pero dos de ellos son homotópicos relativo los vértices del grafo.
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9.6. Equivalencia de dessins d’enfants

Diremos que dos dessins d’enfants pX1,G1q y pX2,G2q son isomorfos
si existe un homeomorfismo que preserva la orientación h : X1 Ñ X2

de manera que h induce un isomorfismo entre los grafos bipartitos G1 and
G2 (es decir, envía vértices negros a vértices negros y vértices blancos a
vértices blancos). Decimos que tal homeomorfismo h es un isomorfismo
entre los dessins d’enfants.

Observemos que siQ1 : X1 Ñ
pC es un cubrimiento ramificado asociado

a pX1,G1q, entonces Q2 “ Q1 ˝ h
´1 : X2 Ñ

pC es cubrimiento ramificado
asociado a pX2,G2q.

Observación 9.6.1. — Dessins d’enfants isomorfos siempre tienen la
misma signatura y la misma valencia. Pero, como lo muestran los dos
dessins d’enfants mostrados en la Figura 9.1, que no son isomorfos, tienen
la misma signatura y valencia (pasaporte).

9.7. Automorfismos de dessins d’enfants

9.7.1. Un automorfismo del dessin d’enfant pX,Gq es un automorfismo
del grafo bipartito (es decir, preservando el color de los vértices) que es
inducido por un homeomorfismo (que puede revertir o no la orientación)
h : X Ñ X .

Notemos que si h preserva la orientación, entonces h produce un iso-
morfismo de pX,Gq consigo mismo.

9.7.2. Denotaremos por AutpX,Gq al grupo de automorfismos of pX,Gq
y por Aut`pX,Gq su subgrupo de automorfismos que están inducidos por
homeomorfismos que preservan la orientación. Esos grupos son finitos y,
si no son iguales, entonces Aut`pX,Gq tiene índice 2 en AutpX,Gq.

Ejemplo 49. — El dessin d’enfant pX,Gq, donde X es la esfera y G es
el grafo bipartito mostrado en el Ejemplo 32, tiene AutpX,Gq – S3 y
Aut`pX,Gq – Z3.
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Ejemplo 50. — Los dessins d’enfants mostrados en la Figura 9.1 tienen
grupos de automorfismos diferentes. Por ejemplo, el que aparece en la iz-
quierda admite un automorfismo de orden 2 que preserva la orientación
(dado por una rotación en 180o en el vértice negro central) y también un
automorfismo de orden 2 que revierte la orientación (dado por reflexión
en cualquiera de las dos rectas que pasan por el vértice negro central y
contiene ejes). Este grupo de automorfismos es isomorfo a Z2

2. El dessin
d’enfant de la derecha sólo tiene un automorfismo de orden 2 que revierte
la orientación (dado al reflejar de una recta diagonal que pasa por el vértice
negro central). Su grupo de automorfismos es isomorfo a Z2.

9.7.3. Observación. — Si Q1, Q2 : X Ñ pC son cubrimientos ramifi-
cados asociados al dessin d’enfant pX,Gq, entonces existe un homeomor-
fismo que preserva la orientación h : X Ñ X , induciendo un automor-
fismo del grafo bipartito G, tal que Q2 “ Q1 ˝ h y h es homotópico a la
identidad relativo a los vértices de G.

Fijemos un cubrimiento ramificado asociado al dessin d’enfant pX,Gq,
digamos Q : X Ñ pC. Sea h : X Ñ X un homeomorfismo que pre-
serva la orientación (respectivamente, que revierte la orientación) el cual
induce un automorfismo de G como grafo bipartito. Módulo homotopía,
podemos asumir que Q ˝ h “ Q (respectivamente, Q ˝ h “ J ˝ Q, donde
Jpzq “ z). Esto determina de manera única esta deformación h. Definimos
como Aut`pX,G, Qq al grupo de los homeomorfismos h : X Ñ X que
preservan la orientación y que inducen un automorfismo del grafo bipartito
G tal que Q ˝ h “ Q, por Aut´pX,G, Qq la colección de aquellos h que
revierten la orientación y tales que J ˝ Q ˝ h “ Q y, finalmente, el grupo
AutpX,G, Qq “ Aut`pX,G, Qq Y Aut´pX,G, Qq.

Proposición 9.7.1. — Si Q1 y Q2 son cubrimientos ramificados aso-
ciados al mismo dessin d’enfant, entonces existe un isomorfismo
θ : AutpX,G, Q1q Ñ AutpX,G, Q2q de manera que este restringe a
un isomorfismo θ : Aut`pX,G, Q1q Ñ Aut`pX,G, Q2q.

Demostración. — Observemos que hay un homeomorfismo que preserva
la orientación h : X Ñ X tal que Q2 “ Q1 ˝ h (además h es homotópico
a la identidad relativo los vértices de G).
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Proposición 9.7.2. — Si Q es un cubrimiento ramificado asocia-
dos a un dessin d’enfant pX,Gq, entonces existe un isomorfismo
θ : AutpX,Gq Ñ AutpX,G, Qq de manera que este restringe a un
isomorfismo θ : Aut`pX,Gq Ñ Aut`pX,G, Qq.

9.8. Dessins d’enfants y pares de Belyi

9.8.1. Asociando pares de Belyi a un dessin d’enfant. — Sea pX,Gq
un dessin d’enfant y sea Q : X Ñ pC un cubrimiento ramificado asociado
a éste.

Podemos levantar la estructura de superficie de Riemann de pC por Q
para así obtener una estructura de superficie de Riemann S enX de manera
que Q : S Ñ pC es meromorfa. De esta manera, hemos obtenido un par de
Belyi pS,Qq, donde G se obtiene como preimágen porQ del intervalo r0, 1s
(las preimágenes de 0 son los vértices negros y las preimágenes de 1 son
los vértices blancos).

Sabemos que Q no es único y la estructura de superficie de Riemann
S construida depende de Q. Pero sabemos que Q es único módulo ho-
motopía relativo los vértices de G. Luego, las estructuras de superficies
de Riemann son isomorfas (el biholomorfismo es dado por un homeomor-
fismo U : X Ñ X que preserva la orientación y que es homotópico a la
identidad relativo a los vértices de G).

Supongamos que pX1,G1q y pX2,G2q son dessins d’enfants isomorfos,
Q1 : X1 Ñ

pC y Q2 : X2 Ñ
pC son cubrimientos ramificados asocia-

dos. Al proceder como arriba, para estos dos dessins d’enfants, obtenemos
estructuras de superficies de Riemann S1 y S2 inducidas por Q1 and Q2,
respectivamente, sobre X1 y X2. Como los dessins d’enfants son isomor-
fos, existe un homeomorfismo que preserva la orientación h : X1 Ñ X2 tal
que Q2 ˝ h “ Q1. Entonces h : S1 Ñ S2 es biholomorfismo y obtenemos
que los pares de Belyi pS1, Q1q y pS2, Q2q son isomorfos.

9.8.2. Asociando un dessin d’enfant a un par de Belyi. — Si partimos
con un par de Belyi pS, βq, entonces tenemos determinado un dessin d’en-
fant pX,Gq, donde X es la superficie topológica de S y G es β´1pr0, 1sq

(las preimágenes de 0 son los vértices negros y las preimágenes de 1 son
los vértices blancos).
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Es claro que si partimos de dos pares de Belyi isomorfos, entonces los
correspondientes dessins d’enfants son isomorfos.

Ejemplo 51. — El par de Belyi ppC, βpzq “ z3q determina el dessin d’en-
fant mostrado en la Figura 9.2.

z Ñ z3

Figura 9.2. Dessin d’enfant para ppC, βpzq “ z3q

Ejemplo 52. — El par de Belyi ppC, βpzq “ 4z3p1 ´ z3qq determina el
dessin d’enfant mostrado en la Figura 9.3.

z Ñ 4z3p1´ z3q

Figura 9.3. Dessin d’enfant para ppC, βpzq “ 4z3p1´ z3qq

Observación 9.8.1. — 1. Dado un par de Belyi pS, βq podríamos ha-
ber construido otros dessins d’enfants tomando las preimágenes de
r1,`8s o r´8, 0s. Estos dos nuevos dessins d’enfants correspon-
den al dessin d’enfant asociado a los pares de Belyi pS, 1{p1´ βqq y
pS, pβ ´ 1q{βq usando r0, 1s.

2. Otro dessin d’enfant que podemos construir a partir de pS, βq es
usando pS, 4βp1 ´ βqq. Esto corresponde a tomar el dessin d’en-
fant asociado a pS, βq y pintar todos sus vértices del mismo color
negro (es decir, los que antes eran blancos ahora pasan a ser negros)
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y tomar de cada eje un punto medio el cual pintamos como vértive
blanco.

3. Otro dessin d’enfant es usar el par de Belyi pS, 4β{pβ ` 1q2q. Esto
corresponde a agregar los puntos medios de caras (los polos de β)
como vértices negros y agregar ejes de estos nuevos vértices a los
vértices blancos que viven en el borde de la cara que les contiene.

9.8.3. Equivalencia entre pares de Belyi y dessins d’enfants. — El
proceso descrito anteriormente nos da el siguiente resultado.

Teorema 9.8.2. — Hay una equivalencia equivalencia entre

1. Clases de isomorfía de pares de Belyi de tipo pp, q, rq.

2. Clases de isomorfía de dessins d’enfants de tipo pp, q, rq.

3. Clases de conjugación de subgrupos de indice finito del grupo trian-
gular ∆pp, q, rq.

Hay una equivalencia entre clases de isomorfía de dessins d’enfants,
pares de Belyi y clases de conjugación de subgrupos de índice finito de
Γp2q.

9.9. Acción del grupo absoluto de Galois en dessins d’enfants

El Teorema 9.8.2 nos da una equivalencia entre clases de equivalencia de
dessins d’enfants y clases de equivalencia de pares de Belyi. Vimos, por el
Teorema de Belyi, que tenemos una acción natural (fiel) del grupo absoluto
de Galois GalpQ{Qq sobre los pares de Belyi ; luego, tenemos una acción
fiel sobre los dessins d’enfants. Grothendieck usó esta idea para poder es-
tudiar la estructura de GalpQ{Qq desde un punto de vista combinatorio
(esto es lo que son los dessins d’enfants).

Dado un dessin d’enfant pX,Gq y σ P GalpQ{Qq, denotemos por el
símbolo pX,Gqσ al dessin d’enfant (la clase) obtenido por la acción antes
descrita del grupo absoluto de Galois.

Preguntas naturales son, por ejemplo :
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1. ¿Cómo saber si dos dessins d’enfants son equivalentes por la acción
de GalpQ{Qq?

2. ¿Cómo determinar pX,Gqσ en términos de σ y pX,Gq?

Algunos invariantes bajo la acción del grupo GalpQ{Qq son las si-
guientes.

1. pX,Gq y pX,Gqσ tienen la misma cantidad de vértices negros, de
vértices blancos y caras y sus respectivos grados.

2. pX,Gq y pX,Gqσ tienen la misma signatura y valencia.

3. AutpX,Gq – AutpX,Gqσ.

9.10. El grupo de monodromía de un dessin d’enfant

Consideremos un dessin d’enfant pX,Gq de género g, con e ejes, α vér-
tices negros, β vértices blancos y γ caras.

Consideremos un cubrimiento ramificado Q : X Ñ pC asociado a
pX,Gq. Ahora podemos mirar el grupo de monodromía asociado a Q,
un subgrupo transitivo del grupo de permutaciones Se generado por dos
elementos. Observemos que cambiar Q por otro cubrimiento ramificado
asociado a pX,Gq no cambia la clase de conjugación en Se del grupo
de monodromía. Este grupo de monodromía (su clase de conjugación) se
puede construir como sigue.

Enumeremos los ejes de G con números en t1, 2, ..., eu, de manera que
ejes diferentes tienen diferente enumeración (ver Figura 9.4).

1
2

3

e “ 3

Figura 9.4. Una enumeración de ejes de G
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A cada vértice negro le asociamos un ciclo, de longitud igual a su grado,
usando las enumeraciones de los ejes adyacentes a tal vértice siguiendo la
orientación positiva en X . Por ejemplo, en la Figura 9.4 sólo tenemos un
vértice negro y tiene como ciclo asociado a p1, 2, 3q P S3.

Con el proceso anterior, obtenemos α ciclos disjuntos, uno por cada vér-
tice negro y de longitud igual al grado de éste. Definimos la permutación
σ P Se siendo el producto de todos tales ciclos.

Podemos ahora proceder de la misma manera para los vértices blancos
para obtener una permutación τ P Se, siendo el producto de β ciclos dis-
juntos.

El grupo GpX,Gq “ xσ, τy ă Se es llamado el grupo de monodromía
de pX,Gq.

Ejemplo 53. — En el dessin d’enfant de la Figura 9.4 tenemos que

σ “ p1, 2, 3q, τ “ p1qp2qp3q

GppC,Gq “ xp1, 2, 3qy – Z3.

Otra enumeración de los ejes de G determina una permutación η P Se

de manera que, si pσ y pτ son las permutaciones obtenidas con esta nueva
enumeración, entonces pσ “ ηση´1 y pτ “ ητη´1. Este hecho lo resumimos
en la siguiente.

Proposición 9.10.1. — Otra enumeración de los lados de G determina
una permutación η P Se de manera que ηση´1 y ητη´1 son las permu-
taciones correspondientes a los vértices negros y blancos, de manera res-
pectiva. En otras palabras, el grupo de monodromía se determina, módulo
conjugación, por el dessin d’enfant.

Proposición 9.10.2. — El grupo de monodromía es un subgrupo transi-
tivo de Se generado por dos elementos.

Demostración. — Ya sabemos que el grupo de monodromía es generado
por σ y τ (una vez que hemos fijado una enumeración de los ejes de G).

La conectividad del grafo G nos asegura que dados dos ejes diferentes,
digamos e1 y e2 de G, entonces existe una colección finita de ejes, digamos
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q1,..., qn, de manera que q1 “ e1, qn “ e2 y los ejes qj´1 y qj tienen un
vértice en común. Ahora, por la definición, podemos usar una potencia
de σ o τ (dependiendo del color del vértice común entre qj´1 y qj) que
envía la enumeración de qj´1 a la enumeración del eje qj . Luego, podemos
construir una permutación en GpX,Gq que lleva la enumeración del eje e1

en la de e2 (ver Figura 9.5).

σa
τ b

σb

τ d

σe

Figura 9.5. a, b, c, d, e enteros apropiados

Proposición 9.10.3. — La permutación τσ (usaremos la multiplicación
de izquierda a derecha) es producto de γ ciclos disjuntos, cada ciclo cor-
responde a cada cara de pX,Gq y la longitud de un ciclo es igual al grado
de la cara correspondiente y los números apareciendo en este ciclo son los
números dados a los lados de la cara yendo desde un vértice negro a uno
blanco en la orientación negativa de la cara.

Ejemplo 54. — Consideremos el dessin d’enfant de género cero mo-
strado en la Figura 9.6. Con la enumeración mostrada, tenemos que

σ “ p1, 2, 5qp3, 4q, τ “ p1qp2, 3qp4, 5q

τσ “ p1, 2, 4qp3, 5q.

Observación 9.10.4. — Las ideas anteriores de usar permutaciones pare-
cen haber sido ya utilizadas por Hamilton en lo que ahora llamamos ciclos
Hamiltonianos.
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3 2

4 5

1

Figura 9.6. Un dessin d’enfant de género g “ 0

Observemos que el orden de σ (respectivamente, de τ y τσ) es el mí-
nimo común múltiplo de las longitudes de sus ciclos (disjuntos). Luego,
obtenemos la siguiente.

Proposición 9.10.5. — Sea G “ xσ, τy grupo de monodromía del dessin
d’enfant pX,Gq con e ejes. Entonces, el orden |σ| de σ, el orden |τ | de τ y
el orden de |τσ| de τσ son, respectivamente,

|σ| “ lcmtdegpvq : v vértice negrou,

|τ | “ lcmtdegpvq : v vértice blancou,

|τσ| “ lcmtdegpfq : f carau.

La signatura de pX,Dq es pg; |σ|, |τ |, |τσ|q y

2´ 2g “ lpσq ` lpτq ´ e` lpτσq,

donde lpηq denota el número de cíclos disjuntos que tiene η.

Observación 9.10.6. — Como el grupo de monodromía G “ xσ, τy ă Se

actúa de manera transitiva en el conjunto t1, ..., eu, tenemos una biyección
natural entre t1, 2, ..., eu y las clasesG1zG, dondeG1 es elG-estabilizador
de 1. La acción de G sobre los ejes es equivalente a la acción

GˆG1zGÑ G1zG

pη,G1ρq ÞÑ G1ρη
´1.

Se puede definir un dessin d’enfant como una tupla pG,H, x, yq, donde
G es un grupo finito, x, y P G son generadores de G y H es un subgrupo
de G de manera que XgPGgHg´1 “ teu, donde e P G denota el elemento
neutro. En este contexto, dos tuplas pG1, H1, x1, y1q y pG2, H2, x2, y2q de-
finen dessins isomorfos sí y sólo si existe un isomorpfismo θ : G1 Ñ G2

tal que θpx1q “ x2, θpy1q “ y2 y θpH1q es G2-conjugado a H2.
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Observación 9.10.7. — Los grupos de monodromía de los dessins d’en-
fants son subgrupos transitivos generados por dos elementos del grupo de
permutaciones Se. En general, tales subgrupos son Ae (su subgrupo alter-
nante) y Se. Hay casos, donde hay más de tales subgrupos. Los próximos
tres ejemplos son de este tipo.

Ejemplo 55. — Consideremos el dessin d’enfant mostrado en la Figura
9.7 y la enumeración de ejes allí mostrada. En este caso

σ “ p1, 2, 3qp4, 6, 5qp7qp8q

τ “ p1, 2qp3, 4qp5, 7qp6, 8q

τσ “ p1, 3, 6, 8, 5, 7, 4qp2q

Usando el programa computacional GAP podemos verificar que

xσ, τy – PSLp3, 2q – PSLp2, 7q pgrupo simple de orden 168q.

3

4

12

6 5

8 7

Figura 9.7. Un dessin d’enfant de género g “ 0

Ejemplo 56. — Consideremos el dessin d’enfant mostrado en la Figura
9.8 y la enumeración de ejes allí mostrada. En este caso

σ “ p1, 2, 3qp4, 7, 5qp6qp9, 8, 10qp11qp12q

τ “ p1, 2qp3, 4qp5, 6qp7, 8qp9, 11qp10, 12q

τσ “ p1, 3, 7, 10, 12, 9, 11, 8, 5, 6, 4qp2q
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Usando el programa computacional GAP podemos verificar que

xσ, τy – M12 (Grupo de Mathieu de orden 95040).

12

3

4

7

8

10 9

12 11

5 6

Figura 9.8. Un dessin d’enfant de género g “ 0

Ejemplo 57. — Consideremos el dessin d’enfant mostrado en la Figura
9.9 y la enumeración de ejes allí mostrada. En este caso

σ “ p1qp2, 5, 8qp3qp4, 7, 6qp9, 10, 11qp12, 14, 13qp15qp16, 18, 17qp20qp21, 19, 22qp23qp24q

τ “ p1, 2qp3, 4qp5, 6qp7, 10qp8, 9qp11, 12qp13, 15qp14, 16qp17, 19qp18, 20qp21, 23qp22, 24q

τσ “ p1, 5, 4, 3, 7, 11, 14, 18, 20, 17, 22, 24, 21, 23, 19, 16, 13, 15, 12, 9, 2qp6, 8, 10q

Usando el programa computacional GAP podemos verificar que

xσ, τy – M24 (Grupo de Mathieu de orden 244823040).

El siguiente resultado nos asegura que la clase de isomorfía de un dessin
d’enfant es determinado por su (clase de conjugación) grupo de mono-
dromía.

Teorema 9.10.8. — Sean xσ1, τ1y y xσ2, τ2y grupos de monodromía de
dessins d’enfants pX1,G1q y pX2,G2q, respectivamente. Entonces, los si-
guientes son equivalentes.
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13
24 56

87

910
11

12

1314

1516

1718

1920

2122

24 23

Figura 9.9. Un dessin d’enfant de género g “ 0

1. pX1,G1q y pX2,G2q son isomorfos.

2. Existe una permutación η P Se (donde e es el número de ejes) tal
que

σ2 “ ησ1η
´1, τ2 “ ητ1η

´1.

Demostración. — Veamos que (1) implica (2). Consideremos un homeo-
morfismo que preserva la orientación h : X1 Ñ X2 y que induce un iso-
morfismo entre los dos dessins d’enfants dados. Ahora, dada una enume-
ración de los lados de G1 (la que nos da lugar la monodromía xσ1, τ1y para
pX1,G1q, podemos transportarla por h para obtener una enumeración de
los lados de G2. Con esta enumeración obtenemos el mismo grupo de mo-
nodromía anterior. Ya hemos visto que con otra enumeración de los lados
de G2 obtenemos una permutación η de manera que la monodromía con la
nueva enumeración es de la forma xσ2 “ ησ1η

´1, τ2 “ ητ1η
´1y.

Ahora veamos que (2) implica (1). En realidad, veremos un hecho más
fuerte que el que necesitamos ; que todo subgrupo transitivo generado por
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dos elementos es el grupo de monodromía de un dessin d’enfant. Para esto,
partamos con un tal grupo transitivo G “ xσ, τy ă Se.

Por cada ciclo pτσqj de τσ construimos un polígono Pj con tantos la-
dos como el doble de la longitud del ciclo correspondiente. Enumeramos
los lados de Pj de manera cíclica (siguiendo la orientación negativa del
polígono) en forma alternada usando los números en tal ciclo. Los vértices
de Pj son coloreados con blanco y negro, alternadamente, de manera de
cada vértice negro está al comienzo de cada lado enumerado (siguiendo la
orientación negativa). Ahora, usando σ, podemos enumerar los siguientes
lados de Pj .

Procedemos a identificar todos estos polígonos por sus lados de igual
enumeración para obtener el dessin d’enfant deseado.

En el siguiente ejemplo indicamos la construcción hecha en la segunda
parte de la demostración anterior.

Ejemplo 58. — Sea xσ “ p1, 2, 5qp3, 4q, τ “ p1qp2, 3qp4, 5qy “ S5. En
este caso,

τσ “ p1, 2, 4qp3, 5q,

luego debemos considerar dos polígonos, P1 y P2, donde P1 tiene 6 lados y
P2 tiene 4 lados (ver parte superior de la Figura 9.10). Ahora, en azul están
las enumeraciones que damos a cada uno de los lados de los polígonos
usando los ciclos de τσ. En rojo están aquellos que nos obliga σ. Note-
mos que hay dos lados consecutivos del polígono de 6 lados con le mismo
número 1 ; esto dice que tendremos un lado interior. Usando el hecho que
2 ´ 2g “ 5 ´ 5 ` 2 “ 2, obtenemos que el dessin d’enfant es de género
cero mostrado en la parte inferior de la Figura 9.10.

Una consecuencia directa del teorema anterior es el siguiente (parte de
lo cual ya habíamos visto).

Teorema 9.10.9. — Existe una equivalencia natural entre las siguientes.

1. Clases de isomorfía de dessins d’enfants.

2. Clases de isomorfía de pares de Belyi.
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2
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3 5σ

σ

14
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23

σ
σ σ

3

4

5

1 2

Figura 9.10. Los dos polígonos y sus lados

3. Clases de conjugación de subgrupos transitivos con dos generadores
de grupos de permutaciones.

4. Clases de conjugación de subgrupos de índice finito de Γp2q.

9.11. El grupo de automorfismos de un dessin d’enfant por medio de
permutaciones

Consideremos un dessin d’enfant pX,Gq y su grupo de automorfismos
AutpX,Gq.

Hagamos una enumeración de los e ejes de G y construyamos su grupo
de monodromía G “ xσ, τy ă Se.

Si f P Aut`pX,Gq, entonces (como f es inducido por un homeomor-
fismo de X que preserva la orientación y envía vértices negros en vértices
negros), f define una permutación θpfq P Se tal que

θpfqσ “ σθpfq, θpfqτ “ τθpfq,

es decir, θpfq P ZpGq (centralizador de G en Se). De manera recíproca, si
tenemos η P ZpGq, entonces (procediendo de manera similar como hemos
visto como reconstruir el dessin d’enfant a partir de G) se puede construir
f P Aut`pX,Gq de manera que θpfq “ η.
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Si f P AutpX,GqzAut`pX,Gq, entonces (como f es inducido por un
homeomorfismo de X que revierte la orientación y envía vértices negros
en vértices negros) f define una permutación θpfq P Se tal que

θpfqσ “ σ´1θpfq, θpfqτ´1
“ τθpfq.

De manera recíproca, si tenemos η P Se tal que

ησ “ σ´1η, ητ´1
“ τη,

entonces vemos que ητση´1 “ τ´1σ´1, la cual permuta la mitad de los
lados de cada cara de manera cíclica (similar a lo que hacía τσ, pero ahora
siguiendo la orientación positiva de cada cara). Esto nos permite construir
un elemento f P AutpX,Gq de manera que θpfq “ η.

Notemos que θ : AutpX,Gq Ñ Se resulta ser un homomorfismo de
grupos que induce un isomorfismo θ : Aut`pX,Gq Ñ ZpGq.

Ejemplo 59. — Consideremos el dessin d’enfant de género cero como se
muestra en la Figura 9.11. Allí se muestra un automorfismo f de orden 2.
Con la enumeración dada, tenemos

σ “ p1, 2, 3qp4, 5qp6, 7q, τ “ p1qp2, 4, 7qp3qp5, 6q

τσ “ p1, 2, 5, 7, 3qp4, 6q

η “ θpfq “ p1, 3qp2qp4, 7qp5, 6q

La permutación η tiene orden 2 y satisface las identidades

ηση “ σ1, ητη “ τ´1.

3

1
22

7 6

4 5

f

Figura 9.11. Un dessin d’enfant de género zero



9.12. UNIFORMIZACIÓN DE DESSINS D’ENFANTS 99

9.12. Uniformización de dessins d’enfants

Sea pX,Gq un dessin d’enfant, de signatura pg; r, s, tq, y sea G “

xσ, τy ď Se su grupo de monodromía.

Consideremos el grupo triangular

Gpr, s, tq “ xx, y : xr “ ys “ pyxqt “ 1y

y el homomorfismo de monodromía

ΘpX,Gq : Gpr, s, tq Ñ G “ xσ, τy ď Se,

definido por la regla

ΘpX,Gqpxq “ σ, ΘpX,Gqpyq “ τ,

y tomemos

Γj “ Θ´1
pX,GqpGpjqq, Gpjq “ tη P G : ηpjq “ ju.

Sea

U “

$

&

%

H2, if r´1 ` s´1 ` t´1 ă 1

C, if r´1 ` s´1 ` t´1 “ 1
pC, if r´1 ` s´1 ` t´1 ą 1

El grupo Gpr, s, tq es un grupo Kleiniano de isometrías de U y
U{Gpr, s, tq la esfera de Riemann pC con tres puntos cónicos, que po-
demos asumir sean 0, 1 y8, cuyos ordenes son r, s y t, respectivamente.

Consideremos un cubriente holomorfo ramificado πGpr,s,tq : U Ñ pC,
cuyo grupo deck es Gpr, s, tq, cuyos valores de ramificación son 0 (de or-
den r), 1 (de orden s) y8 (de orden t).

La orbifold de Riemann U{Γj tiene una estructura de superficie de Rie-
mann Sj , topologicamente equivalente a X .

Denotemos por πΓj : U Ñ U{Γj el cubrimiento holomorfo ramificado
regular con grupo deck Γj .

Tenemos entonces un cubrimiento ramificado βj : U{Γj Ñ pC de manera
que πGpr,s,tq “ βj ˝ πΓj .

El par pSj, βjq es un par de Belyi cuyo dessin d’enfant (obtenido como
preimágen del intervalo r0, 1s) es isomorfo a pX,Gq.
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9.13. Dessins d’enfants reales

Un dessin d’enfant pX,Gq es llamado un dessin d’enfant real si existe
un automorfismo T P AutpX,GqzAut`pX,Gq, T 2 “ I . Decimos que T es
una simetría de pX,Gq.

Supongamos que pX,Gq es un dessin d’enfant real, con simetría T .
Recordemos que, al levantar la estructura de superficie de Riemann de

pC a X , por medio de un cubrimiento ramificado asociado Q : X Ñ pC, ob-
tenemos una estructura de superficie de Riemann S tal que Q : S Ñ pC es
una función de Belyi y pS,Qq es un par de Belyi, luego, definible sobre Q.
Además, la simetría T define una simetría de S, es decir un automorfismo
anti-holomorfo de S de orden 2. Luego, el par de Belyi pS,Qq es también
definible sobre R.

Teorema 9.13.1 (Köck-Singerman [26] and Köck-Lau [27])
Sea pX,Gq un dessin d’enfant real. Entonces, existe un par de Belyi

pS, βq equivalente a pX,Gq donde S y β están definidas simultáneamente
sobre RXQ.

Es claro que el recíproco al resultado anterior es válido. Consideremos
un par de Belyi pS, βq, definido sobre RXQ. Tomando Jpzq “ z y pJprz0 :

¨ ¨ ¨ : znsq “ rz0 : ¨ ¨ ¨ : zns, entonces pJpSq “ S y J ˝ β “ β ˝ pJ . En
particular, el dessin d’enfant definido por pS, βq es real.

Pregunta 3. — ¿Cómo saber si un dessin d’enfant dado es real ?

Para intentar dar una respuesta a la pregunta anterior, procedemos de
la siguiente manera. Hacemos una enumeración de los ejes de D y consi-
deramos el respectivo grupo de monodromía xσ, τy ă Se, donde e es el
número de ejes de G.

Sabemos que cada elemento F P AutpX,GqzAut`pX,Gq induce una
permutación ηF P Se tal que

ηFση
´1
F “ σ´1, ηF τη

´1
F “ τ´1.

También sabemos que cada permutación η P Se tal que ηση´1 “ σ´1

and ητη´1 “ τ´1 proviene de algún F P AutpX,GqzAut`pX,Gq.
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Lo anterior permite dar la siguiente respuesta a nuestra pregunta anterior.

Teorema 9.13.2. — Un dessin d’enfant pX,Gq es real si sólo si existe η P
Se de orden 2 tal que ηση “ σ´1, ητη “ τ´1.

9.14. Ejemplos de dessins d’enfants de género cero

En esta sección veremos algunos ejemplos de dessins d’enfants de gé-
nero cero. En este caso, la valencia de un tal dessin d’enfant ppC,Gq es de
la forma

pa1, ..., aα; b1, ..., bβ; c1, ..., cγq

donde

1. α es el número de vértices negros ;

2. β es el número de vértices blancos ;

3. γ es el número de caras ;

4. 1 ď a1 ď a2 ď ¨ ¨ ¨ ď aα son los grados de los vértices negros ;

5. 1 ď b1 ď b2 ď ¨ ¨ ¨ ď bβ son los grados de los vértices blancos ;

6. 1 ď c1 ď c2 ď ¨ ¨ ¨ ď cγ son los grados de las caras ;

de manera que

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aα “ b1 ` ¨ ¨ ¨ ` bβ “ c1 ` ¨ ¨ ¨ ` cγ “ e,

2 “ α ` β ` γ ´ pa1 ` ¨ ¨ ¨ ` aαq.

Sabemos que existe una función de Belyi β : pC Ñ pC de manera
que el dessin d’enfant pX,Gq es isomorfo al dessin d’enfant definido por
β´1pr0, 1sq. En este caso, β es una función racional. Si :

1. p1,..., pα son los ceros de β (donde pj corresponde al vértice negro
con grado aj) ;

2. q1,..., qβ son los ceros de β ´ 1 (donde qj corresponde al vértice
blanco con grado bj) ; y

3. t1,..., tγ son los polos de β (donde tj corresponde a la cara con grado
cj) ;
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entonces

βpzq “ k
pz ´ p1q

a1 ¨ ¨ ¨ pz ´ pαq
aα

pz ´ t1qc1 ¨ ¨ ¨ pz ´ tγqcγ

βpzq ´ 1 “ µ
pz ´ q1q

b1 ¨ ¨ ¨ pz ´ qβq
bβ

pz ´ t1qc1 ¨ ¨ ¨ pz ´ tγqcγ

donde k, µ P C´ t0u.

Si T es una transformación de Möbius, entonces β ˝ T también nos
entrega una función de Belyi asociada al mismo dessin d’enfant. Esto nos
permite asumir algunos de los puntos pj , qj y tj ser8, 0 y 1. Luego, en vez
de considerar las α` β ` γ ` 2 parámetros involucrados, sólo tendríamos
α ` β ` γ ´ 1 a encontrar.

En general, el cálculo explícito de β es computacionalmente muy pe-
sado. En esta sección veremos algunos ejemplos para el caso de dessins
d’enfants de género cero.

Ejemplo 60. — Módulo isomorfía, sólo hay un dessin d’enfant con valen-
cia p4; 14; 4q ; es la mostrada en la Figura 9.12. En particular, este dessin
d’enfant es punto fijo de cada σ P GalpQ{Qq, es decir, es definible sobre Q.
Queremos encontrar una función racional β : pC Ñ pC tal que β´1pr0, 1sq

sea tal dessin d’enfant. Como hemos dicho antes, podemos asumir que el
vértice negro es 0, que la única pre-imagen de 8 es 8 (hay sólo una cara)
y que uno de los vértices blancos es 1. Denotemos los otros tres vértices
blancos como a, b y c (a determinar). De esta manera

βpzq “ kz4,

βpzq ´ 1 “ µpz ´ 1qpz ´ aqpz ´ bqpz ´ cq.

Usando las igualdades anteriores, podemos ver que k “ µ y tomando
z “ 1 que k “ 1, es decir, βpzq “ z4 ; en particular, a “ i, b “ ´1 y
c “ ´i.

Ejemplo 61. — Módulo isomorfía, sólo hay un dessin d’enfant con va-
lencia p12, 4; 12, 22; 6q ; es la mostrada en la Figura 9.13. En particular, este
dessin d’enfant es punto fijo de cada σ P GalpQ{Qq, es decir, es definible
sobre Q. Queremos encontrar una función racional β : pC Ñ pC tal que
β´1pr0, 1sq sea tal dessin d’enfant. Podemos asumir que dos vértices ne-
gros son 0 y 1 (ver Figura 9.13). El otro vértice negro es a y los vértices
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a

c

1b

Figura 9.12. Dessin d’enfant de género cero y valencia p4; 14; 4q

blancos son b, c, d y e, y que la única pre-imagen de8 es8 (hay sólo una
cara). De esta manera

βpzq “ kz4
pz ´ 1qpz ´ aq,

βpzq ´ 1 “ µpz ´ bq2pz ´ cq2pz ´ dqpz ´ eq.

Usando las igualdades anteriores, podemos ver que k “ µ.

Tenemos además 6 ecuaciones en las 6 incógnitas k, a, b, c, d y e. Una
de esas ecuaciones es

1` a´ 2b´ 2c´ d´ e “ 0.

Las otras ecuaciones quedan un poco más complicadas. Ya en este ejem-
plo podemos ver lo pesado que puede ser buscar β de manera explícita.

a

0

1

e

d

cb

Figura 9.13. Dessin d’enfant de género zero y valencia p12, 4; 12, 22; 6q
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Ejemplo 62. — Usando la valencia p13, 2, 3, 8; 18, 22, 4; 16q obtenemos el
dessin d’enfant mostrado en la Figura 9.14. En este caso, el intentar calcu-
lar explícitamente β es muy complicado ! !

Figura 9.14. Dessin d’enfant con valencia p13, 2, 3, 8; 18, 22, 4; 16q

Ejemplo 63. — Consideremos el dessin d’enfant de género zero y valen-
cia p3; 1, 2; 1, 2q como se muestra en la Figura 9.15. En este caso, para
buscar β, podemos asumir que un vértice blanco es 1, los vértices de cen-
tro de cara son 0 y8, el vértice negro es a y el otro vértice blanco es b. En
este caso

βpzq “
kpz ´ aq3

z

βpzq ´ 1 “
µpz ´ 1qpz ´ bq2

z
.

Igualando las anteriores nos dan que µ “ k y

kpz ´ 1qpz ´ bq2 “ ´z ` kpz ´ aq3.

Igualando coeficientes obtenemos que

k “
64

27
, b “

´1

8
, a “

1

4

es decir,

βpzq “
p4z ´ 1q3

27z
,

de donde vemos directamente que este dessin d’enfant es definible sobre
Q.
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ˆ

0
1

a
b

Figura 9.15. Dessin d’enfant de género zero y valencia p3; 1, 2; 1, 2q

Ejemplo 64. — Módulo isomorfía, sólo hay dos dessins d’enfants con va-
lencia p12, 4; 12, 22; 6q como se muestran en la Figura 9.16.

En el caso del dessin d’enfantD1, tenemos que su grupo de monodromía
(con el enumerado dado) es G1 “ xσ1, τ1y ă S5, donde

σ1 “ p1, 2, 3, 4qp5qp6q, τ1 “ p1, 5qp3, 6qp2qp4q

de donde se puede ver que |G1| “ 48.

En el caso del dessin d’enfantD2, tenemos que su grupo de monodromía
(con el enumerado dado) es G2 “ xσ2, τ2y ă S5, donde

σ2 “ p1, 2, 3, 4qp5qp6q, τ2 “ p1, 5qp2, 6qp3qp4q

de donde se puede ver que |G2| “ 120, es decir, G2 “ S5.

En particular, vemos queD1 yD2 no pueden estar en la misma órbita por
la acción de GalpQ{Qq, es decir, ambos dessins d’enfants son definibles
sobre Q.

3

2

6
4

1 5

D1

3

6

2

4
1 5

D2

Figura 9.16. Dessins d’enfants de género zero y valencia p12, 4; 12, 22; 6q

Ejemplo 65. — Módulo isomorfía, sólo hay dos dessins d’enfants con va-
lencia p122, 5; 53, 62; 27q como se muestran en la Figura 9.17.
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En el caso del dessin d’enfantD1, tenemos que su grupo de monodromía
(con una enumeración adecuada) es G1 “ xσ1, τ1y ă S27, donde

σ1 “ p1, 2, 3, 4, 5q,

τ1 “ p1, 6, 7, 8, 9qp2, 10, 11, 12, 13, 14qp3, 15, 16, 17, 18qp4, 19, 20, 21, 22q

de donde se puede ver que G1 “ A27.

En el caso del dessin d’enfantD2, tenemos que su grupo de monodromía
(con el enumerado dado) es G2 “ xσ2, τ2y ă S27, donde

σ2 “ p1, 2, 3, 4, 5q,

τ2 “ p1, 6, 7, 8, 9qp2, 10, 11, 12, 13qp3, 14, 15, 16, 17, 18q

p4, 19, 20, 21, 22, 23qp5, 24, 25, 26, 27q

de donde se puede ver que G2 “ A27.

Se sabe que estos dos dessins d’enfants no están en la misma órbita por
el grupo GalpQ{Qq ; luego cada uno de ellos es definible sobre Q.

9.15. Funciones de Belyi de género cero y dinámica racional

Un buen texto clásico para estudiar dinámica de funciones racionales es
el libro de A. F. Beardon [1].

Consideremos una función racional R : pC Ñ pC. La órbita de un punto
z P pC es dada por

tz,Rpzq, R2
pzq, ...u.

El conjunto de Fatou de R es el abierto F pRq Ă pC donde la familia de
iteradas de R es normal ; su complemento, JpRq, es el conjunto de Julia
de R.

Hay ejemplos donde F pRq “ H (como veremos luego) y cuando el
grado de R es al menos dos, entonces JpRq ‰ H. Para ver esto último,
notemos que si d ě 2 es el grado de R y tenemos que F pRq “ pCq, en-
tonces (por la definición del conjunto de Fatou), debe haber una sucesión
de iteradas Rnj que converge uniformemente en todo la esfera de Riemann
a una función holomorfa T (luego una función racional de algún grado l).
Pero el grado de Rnj crece exponencialmente en d y por otro lado estos
grados deberían tender a l ; esto es imposible para d ě 2.

La función racional R es llamada caótica si JpRq “ pC.
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D1

D2

Figura 9.17. Dessins d’enfants de género zero y valencia p122, 5; 53, 62; 27q

Un punto z P pC es llamado un punto periódico de R si existe un entero
n ě 1 tal queRnpzq “ z (en caso que n se puede escoger como 1, entonces
z es llamado un punto fijo de R). Diremos que z es un punto pre-periódico
de R si existe un entero n ě 1 tal que Rnpzq es periódico.

Teorema 9.15.1 (Sullivan). — Una función racional R, de grado d ě 2,
es caótica si sus puntos críticos son pre-periódicos, pero no periódicos.
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Un ejemplo de una función racional caótica, dada por Sullivan, es

Rpzq “

ˆ

z ´ 2

z

˙2

,

cuyos puntos críticos son 0 y 2. En este caso

0
R
ÞÑ 8

R
ÞÑ 1

R
ý

2
R
ÞÑ 0

R
ÞÑ 8

R
ÞÑ 1

R
ý

Notemos que la función racional anterior es una función de Belyi aso-
ciado al dessin d’enfant mostrado en la Figura 9.18 que tiene la propiedad
que sus valores críticos8, 0 y 1 son vértices (blancos y/o negros) y centros
de cara (polos).

1 2 8

ˆ

0

Figura 9.18. Dessin d’enfant de género zero y valencia p2; 12; 2q

Dessins d’enfants de género 0 permiten obtener más ejemplos de fun-
ciones racionales caóticas. Para hacer esto, consideramos funciones de Be-
lyi β : pCÑ pC con la propiedad que

tβp8q, βp0q, βp1qu “ t8, 0, 1u.

Este tipo de funciones de Belyi son llamadas funciones de Belyi dinámi-
cas. Con esta propiedad, tenemos que cada iterada de β sigue siendo una
función de Belyi.

Sea β entonces una función de Belyi dinámica. Esto lo podemos iden-
tificar en el dessin d’enfant diciendo que los puntos 8, 0 y 1 están conte-
nidos en los vértices (negros y blancos) y centros de caras. Recordemos
que (pre-componiendo con una transformación de Móbius) esto siempre
lo podemos asumir.

Ahora, como los puntos críticos de la función de Belyi son aquellos
vértices negros y blancos y centros de cara, que tengan grado al menos 2,
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podemos ver en el dessin d’enfant la condición que los puntos críticos sean
pre-periódicos y no periódicos y de esta manera ver si β es o no caótica.

Ejemplo 66. — Consideremos un dessin d’enfant de género cero donde
hay dos vértices blancos v1 y v2, ambos de grado 1. Entonces, si colocamos
v1 “ 1, v2 “ 8 y un centro de cara siendo 0, vemos que 1 y 8 no son
puntos críticos (pero 0 si lo puede ser). En tal caso, tenemos :

1. si v‚ es un vértice negro, entonces su órbita es de la forma

v‚
β
ÞÑ 0

β
ÞÑ 8

β
ÞÑ 1

β
ý

2. si v˝ es un vértice blanco, entonces su órbita es de la forma

v˝
β
ÞÑ 1

β
ý

3. si v‹ es un centro de cara, entonces su órbita es de la forma

v‹
β
ÞÑ 8

β
ÞÑ 1

β
ý

Observamos que los puntos críticos de β son pre-periódicos y no perió-
dicos. Luego, por el teorema de Sullivan, β es caótica.
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planar graphs in nonspherical surfaces. Discrete Mathematics 126
(1994), 273–280.

[36] L. Schneps. Dessins d’enfants on the Riemann sphere. In The Gro-
thendieck theory of dessins d’enfants. Edited by Leila Schneps. Lon-
don Math. Soc. Lect. Notes Ser. 200. Cambridge University Press,
Cambridge, 1994, 47–77.

[37] G. Shimura. On the field of rationality for an abelian variety. Nagoya
Math. J. 45 (1972), 167–178.

[38] P. D. Seymour. Disjoint paths in graphs. Discrete Mathematics 29 (3)
(1980), 293–309.

[39] G. Szekeres. Polyhedral decomposition of cubic graphs. Bulletin of
the Australian Mathematical Society 8 (03) (1973), 367–387.

[40] C. Thomassen. The graph genus problem is NP-complete. Journal of
Algorithms 10 (4) (1989), 568–576.

[41] A. Weil. The field of definition of a variety. Amer. J. Math. 78 (1956),
509–524.

[42] J. Wolfart. The Obvious part of Belyi’s theorem and Riemann sur-
faces with many au- tomorphisms. In Geometric Galois actions, Vol.
1, London Math. Soc. Lecture Note Ser., 242, Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 97–112 (1997).

[43] C. Q. Zhang. Circuit Double Cover of Graphs. London Mathematical
Society Lecture Note Series 399.



INDICE

, 63
Acción de grupos, 63
Acción regular, 64
Acción semiregular, 64
Acción transitiva, 64
Atlas analítico, 11
Atlas diferenciable, 8
Atlas topológico, 7
Automorfismo anti-holomorfo, 30
Automorfismo anti-holomorfo de un par

de Belyi, 49
Automorfismo de un dessin d’enfant, 84
Automorfismo exterior, 66
Automorfismo holomorfo, 30
Automorfismo holomorfo de un par de

Belyi, 49
Automorfismo interiore, 66
Cartas, 7
Conjunto de fatou, 106
Conjunto de Julia, 106
Cubrimiento ramificado asociado a un

dessin d’enfant, 83
Cuerpo de definición, 35
Cuerpo de funciones meromorfas, 19
Cuerpo de móduli, 35
Cuerpo de móduli de un par de Belyi, 50
Curva p-gonal, 13
Curva algebraica suave, 13
Curva de Belyi, 45
Curva de Fermat, 14, 15
Curva generalizada de Fermat, 14, 15

Curvas de Hurwitz, 33
Dessin d’enfant, 81
Dessin d’enfant limpio, 82
Dessin d’enfant real, 100
Dessins d’enfants isomorfos, 84
Dibujo de niños, 81
Divisor, 20
Divisor efectivo, 20
Divisores de grado cero, 20
Divisores principales y canónicos, 20
Esfera de Riemann, 12
Espacio de fines de un espacio topoló-

gico, 9
Fines planares, 10
Formas meromorfas/holomorfas en su-

perficies de Riemann, 18
Función ℘ de Weierstrass, 27
Función analítica, 15
Función anti-analítica, 17
Función anti-holomorfa, 17
Función biholomorfa, 17
Función de Belyi, 45
Función holomorfa, 15
Función meromorfa, 16
Función racional caótica, 106
Funciones de Belyi dinámicas, 108
Funciones de transición, 7
Género de una superficie, 10
Género reducido, 10
Grado de un divisor, 20



116 INDICE

Grupo de automorfismos de una acción,
63

Grupo de monodromía de un dessin
d’enfant, 90

Grupo Fuchsiano, 56
Grupo Kleiniano, 53
Grupo reducido de automorfismos, 39
Grupos discontinuos, 53
isomorfismo entre dessins d’enfants, 84
Multiplicidad, 16
Orbifold de Riemann, 59
Padsaporte de un dessin d’enfant, 83
Par de Belyi, 45
Par de Belyi real, 49
Par de Belyi regular, 49
Plano hiperbólico, 57
Polígono fundamental, 57
Polinomios de Tchebyshev, 45
Punto fijo de una función racional, 107
Punto periódico de una función racional,

107
Punto pre-periódico de una función ra-

cional, 107
Rectas hiperbólicas, 57

región de discontinuidad, 53
Signatura de un dessin d’enfant, 81
Simetría de un dessin d’enfant, 100
Simetrías, 41
Subsuperficies, 10
Superficie de Riemann, 11
Superficie de Riemann hiperbólica, 56
Superficie de Riemann hiperelíptica, 13
Superficie de Riemann real, 41
Superficie de Riemann simétrica, 41
Superficies biholomórficamente equiva-

lentes, 17
Superficies de tipo finito, 11
Superficies isomorfas, 17
Superficies topológicas, 7
Teorema de Uniformización de superfi-

cies de Riemann, 18
Teorema de Uniformización de superfi-

cies de Riemann simplemente co-
nexas, 17

Valencia de un dessin d’enfant, 83
Variedad diferenciable, 8
Variedad orientable, 9
Variedad topológica, 7
Variedades orientadas, 9


